


2. Racunanje odredenog integrala

Teorem 2.1 (Newton-Leibnizova formula) Neka je
f : |la,b] — R neprekidna funkcija na segmentu |a, b|.
Tada vrijedi Newton-Leibnizova formula

b
[ fas=F) - F@. oD
gdje je F' bilo koja primitivha funkcija od f.

Dokaz:

UobiCajena oznaka je

/f@m:F@—ﬂwzm@mz

Napomena: Newton-Leibnizova formula se moze
primijeniti i ako je f neprekidna funkcija na segmentu
la, b] izuzev u kona¢no mnogo toCaka u kojima ima
uklonjivi prekid ili prekid prve vrste (f je po djelovima
neprekidna funkcija na |a, b]).




Primjer 1 Izratunati [ zdx.

9
/ rdx W=D 1 ( + 1) =
1

(2 - (e =

Uocimo: f () = x je neprekidna na |1, 2] .

Primjer 2 IzraCunati |2 = cos zdx.

|zraCunajmo neodredeni integral

U=T . .
/xcosxd:c: :azsmx—/smxd:c
dv=cos rdx

=xsinz +cosx + C,

I imamo

™

2 (N—L) . r=1
/ zeoszdr =" (zsinz +cosz)|,_¢ =im — 1.
0

UoCimo: f (x) = x cos z je neprekidna na [O, 2]




3. Osnovni teorem racuna
Osnovni teorem racuna dobio je naziv po tome sto
povezuje diferencijalni s integralnim raCunom. Os-

novni teorem otkrili su nezavisno Newton i Leibniz |
on daje precizan odnos izmedu derivacije i integrala.

Teorem 3.1 (Osnovni teorem racuna)

Neka je f : |a,b] — R neprekidna funkcija i funkcija
g : la,b] — R, deinirana sa

9= [ Fdt oy,
Tada je g primitivna funkcija od f.
Dokaz: (u specijalnom slucaju).

Tvrdnju teorema mozemo zapisati na sljedeci nacin:

%/f(t)dt:f(a:), x € |a,b.



Napomena 3.2 Sa g (x f f (t) dt Cesto se defini-

raju funkcije neophodne u fIZICI kemiji, statistici,....
Ovog oblika su npr. funkcije

X

tQ
S(r) = / sin 7T7d15 Frenselova funkcija (optika)

t
/ galt Sinus integralni (elektronika)

Napomena 3.3 Newton-Leibnitzova formula

/f<x>dx:F<b>—F<a>,

napisemo li je drugacije, takoder povezuje integral |
derivaciju

b

/F’(:I:)da::F(b)—F(a), (F'=f).

a

ovo znaci da ako uzmemo prvo derivaciju, a potom
integraciju, opet se vraCamo na polaznu funkciju F’
sada u obliku F'(b) — F (a) .



Zbog ove veze, u literaturi Osnovni teorem inte-
gralnoga racuna je cesto dan u sljedecem obliku:

Osnovni teorem racuna:

Neka je f : |a,b] — R neprekidna funkcija, tada vri-
jedi:

i) Akoje g (z) = [ f(t)dttadaje ¢'(z) = f (z),

; a
i) [ f(z)de = F(b) — F(a), gdje je F' primitivna
funkcija od f, tj. F' = f.

Primjer 1 IzraCunati derivaciju funkcije

o) = / (8- 1)t

—1

%g(:::) — % ( /_ j(tQ = 1)20dt) e N EL

Primjer 2 IzraCunati derivaciju funkcije

|—=

g(x) = /x sin tdt.
2



4. Supstitucijai parcijalna integracija u odredenom
integralu

Do sada smo kod izraCunavanja odredenog integrala
primjenjivali Newton-Leibnizovu formulu: izraCunali
smo neodredeni integral i potom izraCunali vrijednosti
primitivne funkcije u rubnim toCkama integracijskog
segmenta.

Druga mogucnost, koja se prakticira, jest da
se primjeni supstitucija ili parcijalna integracija u
odredenom integralu.




Teorem 4.1 Neka za (neprekidnu) funkciju f

la, b] — R postoji neka primitivna funkcija na inter-
valu I = |[a,b]. Nadalje, neka je ¢ : |a, 5] — |a, D]
(ili p : |B,a] — |a,b]) strogo monotona i neprekidno
derivabilna surjekcija, tako da je p(a) = ai p(8) = b,

tada je
5 b
| stewy- = [ f@de. )

Primjer IzraCcunati povrSinu P kruga radijusa R.
Racun daje

Dokaz:

R I T = J1COS ]
iP :/ vV R? — z2dx = o(t) =
0 _O—>%,R—>O_

/\/R2 R?cos?t(—Rsint)dt = / v/ 1— cos? t sin tdt

—R? /2 sin® tdt = R* /2 %(1 — cos 2t)dt =
0 0

R? (4 — Lsin2t)|! = 1R?r,

poznatu formulu za povrsinu kruga P = R*r.



Teorem 4.2 Neka se (neprekidna) funkcija f : [a,b] —
R dade napisati u obliku f (z) = g(v(z)) - ¥'(z), gdje
je g neka neprekidna funkcija i 1) neka neprekidno
derivabilana funkcija. Tada je

/ab f(z)dw = /abg(w(x)m'(x)dx: / J(t)dt.

(a)

Dokaz:

i
Primjer Izracunati integral [ * sin’z - cos zdx

3r

/2 sin® @ cos xdr = [w@j) :;lrnx:t] =
0

0—0, 5 — —1

2
—1 t6
ooy
0 §

Parcijalna integracija se prenosi direktno:

—1

1
0 §

Teorem 4.3 Ako su funkcije g,h : [a,b] — R
neprekidno derivabilne, onda vrijedi

b b
/ g (z)dz = [g(x)h(2)]~" — / h(2)g(2)dr.



Primjer Izracunati fol arctg x dx.

1
/ CL?“Ctg T d$ _ u=arctgrx _
0 dv=dx

1 1 i
= t - dx =
(.QfCLTC qx >|0 /0 1 [1;'2 €T

=5 Ghnft+ 2 =5 -1mv2

Napomena: Ukoliko funkcija ima neku simetriju
(parna, neparna funkcija), te ako su granice inte-
gracije simetricne obzirom na ishodiste, tada vrijedi:

. / f(z)dz = 2/ f(z)dz ukoliko je f parna funkcija;
—a 0

° / f(x)dz = 0 ukoliko je f neparna funkcija.

Primjer Vrijedi

1
tgx
/ g dr =0
_11—|—£E2—|—aj‘4

jer je podintegralna funkcija neparna (i neprekidna na
[_17 1])



5. Nepravi integral

b
U definiciji odredenog integrala [ f (x)dx pret-

postavili smo:
e segment [a, b] je konacan;

e f(x) je na tom segmentu ili neprekidna ili ima
konacno uklonjivih prekida ili prekida prve vrste).

— Ako prvi uvjet "popravimo” i pretpostavimo da
je interval "beskonacan" (neomeden), dobivamo
nepravi integral (ll. tipa).

— Ako drugi uvjet "popravimo” i pretpostavimo da
je f(x) na segmentu [a, b] neograniCena (ima
konacno prekida druge vrste) dobivamo nepravi
integral (l. tipa).



Primjer Promotrimo funkciju f(z) = % desno od
z — 1 (Slika 1).

\

Zat > 1 definiramo funkciju

‘1 1
133 t

Primjetimo da je F'(t) < 1zat > 1. Nadalje vrijedi

1
lim F(t) = lim (1—;) =1,

t—00 t—00

pa mozemo staviti da je povrsSina (neomedenog) lika
ispod krivulje y = # (desno od 1) jedanaka 1.

Ovdje lezi motiv da nepravi integral funkcije na
neomedenom definicijskom podrucju definiramo da
nacin:



Definicija 5.1

t
a) Ako postoji [ f (z)dx za Vt > a, tada je

7f(dﬂ§ggjﬂﬂw

b
b) Ako postoji [ f () dx za Vt < b, tada je
t

b

1@ m@zy&/f

— 00

Ako limes u a) (u b)), postoji (konaéan je), onda

kazemo da nepravi integral |. tipa ff f f(x

konvergira. U suprotnom kazemo da dlverglra

c) Definiramo joS nepravi integral |. tipa oblika

/Oof(a:)da:def'/af(fzz)daer/oof(x)dx

gdje je a bilo koji realan broj. Ako oba integrala



a

[ f(z)dxi [ f(x)dz konvergiraju, kaZemo da

©.9)

f f (z) dx konvergira. U suprotnom (tj. ako barem

jedan divergira) kazemo da [ f (z)dx divergira.

—00

Primjer Izradunati [ = f

0
/ xexda::tlir_n / T exda:—
:tlim [(ajex)\ig—/ xdg;] —
——00 /

= lim [~te — 1+ ' ] =—1.

t——00 =~ \/]

—0 —



Primjer U ovisnosti od p > 0 ispitati konvergenciju in-
tegrala [~ dx.

Pokazali smo da je za p = 2 integral konvergentan.

Opceniti za p # 1 imamo
00 1 t 1 —p+1
/ —dr = lim | —dz = lim (CE )
1 aP t—oo [; xP t—oo \ —p + 1

, 1 1
lim — 1| =
t—oo —p + 1 [ tP~1

1
p— konvergentan za p > 1
p P
00, divergentanza 0 < p < 1

t

1

1
(vrijedi lim — = {

t—o0 tP—1

0, p>1
oo, 0<p<l1

).

Ostaje joS razmotriti slucaj kada je p = 1:

T t—00 T t—00

*1 "1
/ —dz = lim / —dx = lim (Int —1In1) = oo,
1 1

pa u ovom slucCaju integral divergira.



Teorem 5.2 (Poredbeni kriterij)
Nekaje 0 < f(z) <g(z),zaVzr > a.

e Ako [ g (x)dx konvergira, ondai | f (x)dx konver-

gira.
e Ako [ f (z)dx divergira, ondai [ ¢ (x)dz divergira.

Primjer Dokazati da je floo e " dx konvergentan.

Ovdje je problem u tome Sto ff e da nije elemen-

taran integral. Promotrimo funkcije f(x) = e |
g(x) = e~" (Slika 1).

\

Slika 1.

Buduéije 0 < f(z) < g(x) za svaki z > 1, us-
tanovimo li da je integral floo e “dx konvergentan,



jasno je da ¢e tada i [,” e " dx biti konvergentan.

Imamo:
o0 t
/ e dr = 1im/ e dxr =
1 t—0o0 Jq

. _ r=t . —t e |
i (<)L = (et =

| polazni integral jest konvergentan.
Definicija 5.3

a) Ako je f(x) neprekidna funkcija na |a,b) i
lim f(z)= +oo (Slika 2), tada je

x—b0

b b—e
/ F () do 2 iy / £ (2) da. (1.2)

a
y4 /




b) Ako je f (x) neprekidna funkcija na (a,b| i
lim f (x) = £o0 tada je
b

b
/f(ilf) dz " lim /f(:v) dx. (2.b.)

e—0t
a-+¢

Ako limes (1.a) ((2.b.)), postoji (konacan je),
b

onda kazemo da nepravi integral Il. tipa [ f (z) dx,

b
([ f (x) dx), konvergira. U suprotnom kaZzemo da

a
divergira.

c) Ako je f (x) neprekidna na |a,b] funkcija, osim
u tocki ¢ € (a,b) gdje je lim f(x) = Fooili

r—c 0

lim f(x)= £oo, definiramo nepravi integral Il. tipa

’ def “c ] b
/f(x)dx =" lim / f(x)dz+ lim f(x)dx.
a a +0

e—0t 0—0* /.
(3.c.)

Ako oba limesa u (3.c.) postoje, kazemo da



b
[ f (z) dx konvergira. U suprotnom (tj. ako barem

a

b
jedan ne postoji) kazemo da [ f (z) dx divergira.

. a v . 3
Primjer Izradunati I = [ —-dx.

Malo nepaznje daje

3

1 _

/ dr = (In|z —1))]"=) =In2—Inl1=1n2,
0 r—1

no to je netoCan rezultat. Naime, funkcija f(z) ima u
x = 1 vertikalnu asimptotu.

A

y L
| X

0.\ 1 3
!

Dakle, treba primijeniti (3.a.), tj. izraCunati nepravi in-
tegral

3 1 1—e 1 3 1
/ dr = lim / dr + lim / dzx.
0 L — 1 e—0" Jq r—1 0—07T 1+6L — 1

-
>




Vrijedi

1 1—¢
1 1
/ dr = lim / dx =
0 €r — 1 8—>0+ 0 €T — 1

i 1 —e—1|—In|-1]] = lim [lne, — 0] = —
lim fInfl —e — 1} = In|—1]] gggj:n_éf; 0] = —o0

| polazni nepravi integral jest divergentan.

Napokon, sada je ocCito kako postupiti u "opéem"
slucaju, tj. kad postoji (najvise) konacho mnogo
toCaka c; u kojima je

xlgriof(x) =+o00,i=1,---,n

ili (i) je integracijski interval neogranicen.



Primjer Neka je dana funkcija f : A — R kojoj je graf
G ¢ prikazan na slici:

A

y/ |
| |
| |
|
| |
-. L N 2 b X
a 0 by ¢ d }Cz do ‘|03 } ‘
a f
| |
| |

Ovdje je vazno uoCitidaje lim f( ) = 400, lim f( ) =

—00, lim f(z) = 400, lim f(z) = —oc. U skladu

s prethodnim razmatranjem, odaberimo tocCke a, ay,
b, by, 1 dy tako da bude a < by < ¢, ¢; < d < Co,
co < dy < c3 < ag < b, pa nepravi integral funkcije f
iIma ovaj zapis:

+00
/ f(x)dzr = lim x)dx + hm/ f(x)dz+

t——00 e—0+

ca—0
/ f(x)dz+ hm/ f(z)dxr + lim f( Jdx+

0—07T n—0+t

hm/ f(z)dz + lim z)dr + lim / fl(x
do

ﬂ_>0+ p—>0+ Cg—i—p S——+00



