


2.9 Obstojnost implicitno zadane funkcije

Jednadzbu oblika
F (z,y) =0,

gdje je I' : D — R, D C RR? neka funkcija dviju vari-
jabla, mozemo interpretirati i kao jednadzbu kojom je
implicitno zadana neka funkcija jedne varijable

y=f(x), el CR.
Jednadzbi F' (x, y) = 0 prirodno pridruzujemo skup
S={(z,y)eD:F(x,y)=0;.
(neka krivulja u ravnini).

Definicija 2.22 Za funkciju jedne varijable f : I — R,
gdje je I C R, za koju vrijedi

F(z, f(x)=0, Vexel

kazemo da je implicitno zadana jednadzbom
F(x,y)=0.

Ovo iskazujemo i ekvivalentnim zahtjevom da je graf
I's funkcije f sadrzan u skupu S, odnosno

[y={(z,f(x):xel} CS.



Uocimo:

e AKo je jednadzbom F' (z,y) = 0 implicitno zadana
funkcija f : I — R, I C R, onda je i svaka restrikcija
te funkcije f | : I' — R, I' C I implicitno zadana
istom jednadzbom (I'y), C I'y C .5);

e Cesto je jednadzbom F (x,y) = 0 implicitno zadano
viSe funkcija, a djelovi od S su grafovi tih funkcija.
Od interesa su slucajevi kad je tom jednadzbom
implicitno zadana tocno jedna funkcija, tj. kada je
['y=25.

Primjer:

o
y—vVr+l=0 = y=+z—1

F(x,y)

Zadana je funkcija: f(z)=+x—1, f:]0,00) = R



S:{(az,y):x2+y2—120};

centralna kruznica radijusa 1.

Sa F'(z,y) = 0 ovdje su implicitno zadano dvije
funkcije

= v 1— a2 —1,1] = R,
—v 1 — a2, —1,1] = R,
ali i funkcija

B \/1_73:27 T € [—1, 05) .
hle ={ sy TEh 0



Teorem 2.23 Neka funkcija F : D — R, D C R?,
zadovoljava sljedece uvjete:

i) (3 (z0,90) € D) F (20,%0) = 0;

i)(Fa,beRY) [zg—a, zo+a| X [yo—0b, yo+b] =
P C D, suzenje F'|p : P — R je neprekidno
derivabilna funkcija i

OF
BN (20, Y0) # 0;

Tada postoji interval (zg — ag, To+ag), 0 < ag < a
i toCno jedna neprekidno derivabilna funkcija

f o (xo—ag, xo+ay) — R, 0 < ay < a takva da
je

fleo)=wyo 1 F(z, f(z))=0

za svaki x € (xg — ag, xg+ ag) i vrijedi
OF

' (1 :_%(.T,y)
f (@) o (g )

priCemujey = f (x).



Primjer:

Vidjeli smo da su jednadzbom

zadane dvije funkcije
file) = vV1—2a? fi:[-1,1] =R,
fg(%)z—vl—ﬂﬂ, f2:[_171]_>]R7

Ovdje je F (x,y) = 2* + y* — 1 neprekidno derivabilna
funkcija na R? |

OF oF
il — i — 9.
5 (z,y) =2z i 97 (z,y) =2y

U tocki (0, 1) imamo

OF OF
F0,1)=0, —(0,1)=0 1 —(0,1)=2#0
0.1) =0, —=(0,1) 5, (00 =270
pa su sve pretpostavke Teorem 2.23 ispunjene i zato
mora postojati interval I (okolina) oko 0 i tocno jedna
neprekidno derivabilna funkcija f : I — R zadana

implicitno sa 22 + 4% — 1 = 0.



Ocito je

iR (-

Medutim
=v1—-2x% fi:[-1,1 —R,
ne zadovoljava uvjete jer f; nije derivabilnau r = —1
| x = 1.
Sada je
5% (0,1) 0
F1(0) = =gt = =2 =0

(i f'(2)=F=5=f0)=775=0)

Uocimo da u tocki (1,0) imamo F'(1,0) = 0, ali je
%—5 (1,0) = 0, pa Teorem 2.23 nije primjenijiv.

Ovo mozemo poopciti:



Jednadzbu oblika
F(x1, .o, Ty Ty1) = 0,

gdjeje ' : D — R, D C R™"! mozemo interpreti-
rati i kao jednadzbu kojom je implicitno zadana neka
funkcija

y=f(zi,.xm), (z1,...,2,) € ACR"

Jednadzbi F' (x4, ..., 2y, T;me1) = 0 prirodno pridruzu-
jemo skup

S={(x1, e, T, Tma1) € D F (21, e, Ty Trpy1) = 0} .
(neka ploha u R™1).

Definicija 2.24 Za funkciju f : A — R, gdje je
A C R™, za koju vrijedi

F(xy,.o.@m, f(x1,...;2)) =0, Ve A
kazemo da je implicitno zadana jednadzbom

F(x1,...,Tm, Tma1) = 0.

Ovo iskazujemo i ekvivalentnim zahtjevom da je graf
'+ funkcije f sadrzan u skupu S, odnosno

Dr=A{(x1,..c,zm, [ (@1, .s2m)) - (21, .y 2) € A C S,



Teorem 2.25 Neka funkcija F' : D — R, D C R™*!
otvoren, zadovoljava sljedece uvjete:

) (3 (2}, 2a) € D) F (2, s 2f) =0
ii) F' je neprekidno derivabilna funkcija i

OF
I (a:(f, ...,$9n+1) = 0;

Tada postoji okolina A C R™ tocke (z{, ..., z0,) i to¢no
jedna neprekidno derivabilna funkcija f : A — R,
takva da je

f (:1:?, ...,x%) =a0.1 i F(zy, . m, f(x1,.2) =0

za svaki (1, ..., ;) € Aivrijedi

7 ) = gg (%1, -y Ty Tipt1)
X
&me (X1, ey Ty Tina1)

zai=1,...m,pricemuije x,,.1 = f(x1,..., ).



Primjer:

Buduci
Pyt =0 = 2=+ + 2
onda su jednadzbom

Pyt — 2 =0,
F(ay,?)

zadane dvije funkcije
filz,y) = Va2 +y? fi: RP =R,
folz,y) = —v/22+92, fo R* =R,
Ovdje je
S = {(:U,y) :x2+y2—22:0};
kruzni stoZzac s vrhom u (0, 0,0).

F(z,y,2) = 2* + y* — z° je neprekidno derivabilna
funkcija na R? |

OF OF OF
— 9 — 9 | — - —9
Oz (z,y,2)= 2, 5y (7,9, 2) y | 9~ (2,9, 2) <



U tocki (0,1, —1) imamo
OF OF

F0,1,-1)=0, —(0,1,—1)= —(0,1,—1) =1
(7 ) ) ) Or (Oa ) ) 07 ay <07 ) ) )
OF
a<0717_1>_27é07

pa su sve pretpostavke Teorem 2.25 ispunjene i
zato mora postojati okolina A oko (0, 1) i to¢no jedna
neprekidno derivabilna funkcija f : A — R zadana
implicitno sa 22 4 y? — 22 = 0. OCito je

fle,y) =—vai+y?, [:K(0,1),6) >R, e <1

Sada je
Of 01 — 50D 0
Ox " 9L (0,1, -1) 2
ay 7 %_5(0717_1) 2

(provjeriti deriviranjem f (z,9) = —+/22 + 42).

Uocimo da u tocki (0,0,0) imamo £ (0,0,0) = 0, ali je
9L (0,0,0) = 0, pa Teorem 2.25 nije primjenjiv.



3. Integriranje skalarnih funkcija
3.1 Visestruki integral

Prisjetimo se: Neka je f omedena funkcija na
segmentu |a,b] i neka je segment [a, b] toCkama
ro=0a < x < ..<uz, =0bpodieljen na n djelova
duljina z; — x;_1 = Ax;, 1 = 1,...,n, | neka je

£ € [xiq, 2], i =1,...,n (po volji odabran). Tada ras-
tavu segmenta |a, 0],

D ={xg,....,x,} € D(|a,b]) =D,

mozemo pridjeliti broj, tzv. integralnu sumu
Sf(f7D7€17“'7€n) = Sf (f:D) —

- Zf<§z) Az; € D(la,b]) =D

Za funkciju f : [a,b] — R kazemo da je integrabilna
(u Riemannovom smislu) ako postoji broj

J=J(f)= lim Se(f,D).

max{Ax; }—0

Broj J nazivamo (Riemannovim) odredenim inte-
gralom i oznacujemo sa



JE/bf(x)dx.

Preciznije: Za omedenu funkciju f : [a,b] — R
kazemo da je integrabilna (u Riemannovom
smislu) ako postoji broj J = J(f) € R takav da, za
svaki ¢ > 0, postoji neki rastav D, segmenta |a, b]
sa svojstvom da za svaki rastav D Sto profinjuje Dy i
svaku integralnu sumu S¢ (f, D) , bude

1Se (f, D) — J| <e
Simbolicki:
(3J € R) (Ve > 0) (3D, € D) (VD € D) (V5S¢ (f, D))

Dy2D — |Sg<f,D>—J‘ <e€

Napomena: Ukoliko je f (z) > 0 Riemannova suma
Se¢ (f, D) daje aproksimaciju povrSine ravninskog
lika ispod krivulje y = f(x) za = € |a,b], sumom

b
povrSina pravokutnika, a odredeni integral [ f (z) dx

a

daje pravu povrsinu tog lika.



Neka je f : K — R funkcija definirana na zatvorenom
pravokutniku

K =[a,b] x [e,d] ={(z,y) €ER* | a <z < b, c <y < d}

inekaje f(x,y) >0, (x,y) € K. Graf G funkcije f je
ploha Cija je jednadzba z = f(z,y). OznaCimo sa T
"pseudokvadar” odreden s pravokutnikom K i grafom
G ¢ funkcije f nad njim (Slika 1.), tj.

T={(z,y,2) R’ | (z,y) € K, 0< 2z < f(z,y)}.

|zraCunajmo volumen V tijela T'.

Slika 1.

Postupiti ¢emo slicno izracunu povrsine, ovdje upi-
sivajuci kvadre koji ¢e aproksimirati volumen odgo-
varaju¢eg pseudokvadra. Segment |a, b] podijelimo
diobenimtockamaa =2y <21 < --- <z, =bnam
podsegmenata [x; 1, x;] duljine Az;. Segment |c, d]
podijelimo diobenim toCkama c = yy < y;1 < --- <
y, = d na n podsegmenata |y,_1,y;] duljine Ay,.



Rastavi segmenata |a, 0] i |, d| odreduju rastav pra-
vokutnika K na pravokutnike

KZ] — {(:ny) S ]R2 | Li—1 S X S Li, ?Jj—l S Yy S y]}a

i = 1,---,m,j = 1,--- n, povrSine AK;; =
Ax;Ay;. U svakom pravokutniku K;; odaberimo
proizvoljnu tocku (£}, &5) i volumen kvadra kojemu
je baza pravokutnik K;; i visina f(¢;,&5) iznosi

Vij = f(&,&)AK;;. Taj volumen mozemo uzeti kao
aproksimaciju volumena pseudokvadra odredenog
pravokutnikom K;; i grafom I's funkcije f nad njim.

Slika 2.

Jasno je da trazeni volumen V tijela 17" mozemo
aproksimirati zbrojem svih ovako dobivenih V;, {j.

Vad Y V=Y Y fE6)AK,;.

i=1 j=1 i=1 j=1
Dakako da ¢e aproksimacija volumena V' biti bolja



kada je rastav pravokutnika K finiji, tj. kada sumin
veci, pa stoga mozemo uzeti da je

V= dim oD Y fEL AR

maX{AKij}—>0 i—1 ]:1

Poopc¢imo ovo:

Neka je dan kvadar
K =lay, by X ... X [ay, by CR™.

Nadalje, neka je za svaki 7, © = 1, ..., m, dan rastav
segmenta [a;, b;]

D' = {xp, ...z}, } € D' ([a;,bi]) = D',

xh = a; < xy < ... < xj = b;, kojim je segment [a;, b;
podijelien na k; djelova duljina Az, j; =1, ..., k.
Direktni produkt

D'x.xD"=DeD(K)=D

nazivamo rastavom danog kvadra /K. Na ovaj nacin

kvadar K je rastavljen na k; - ... - k,,, podkvadra oblika
[zz:}i_l, a:]l] X ox 2l

ji — 17 ceey ki) Z — ]-7 ceey T, "VOIUmena" AZE.}l L A'CC?Z%



Neka je
5 T <€]17 ) ’fjm)

proizvoljno odabrana tocCka iz svakog podkvadra

[a:}i_l,x}i] X ... X [:1:;7;_1, xﬁ]

Nadalje, neka je zadana
[ K=la,b] x...x|an, by =R

omedena funkcija. Rastavu D € D kvadra K,
mozemo pridjeliti broj, tzv. integralnu sumu

Se (f, D) =

—Z Zf s &MY Azl AT
J1=1 Jm=1
Definicija 3.1 Nekaje f : K = |a, 0] X ... X [a, bp) —
R omedena funkcija. Kazemo da je f integrabilna
(u Riemannovom smislu) ako postoji broj

I=dn= L SD),

Broj J nazivamo (Riemannovim) odredenim inte-
gralom od f i oznaCujemo sa



—!f il / /f T1y ooy Ton) Ay .- Ay,

| govorimo o wsestrukom (m—strukom) integralu.

Preciznije: Za omedenu funkciju

[ K=la,b] x ... x|ap,by] =R

kazemo da je integrabilna (u Riemannovom
smislu) ako postoji broj J = J(f) € R takav da je

(V= > 0) (3D, € D) (VD € D) (¥S: (f, D))

Dy2D = |S:(f,.D)—J|<c¢

Specijalno imamo:

ezam =2

_ 4 £ (z.y) dzdy.

= /// flz,y, 2) dedydz.

ezam =3



Napomena: Lako je dokazati da za omedene funkcije

f i g vrijedi:
!<f+g)—[[f+/g

K

[[cf—c!f,ceR

3.Ako je f(z1,...,zp) < g(x1,...,Tm) Za svaki
(21, ..., x) € K tada je

[r=]r

.



Za omedenu funkciju f : D — R, pri¢emuje D C R™
omeden skup (Slika 4.5.), pripadni visestruki integral
definiramo pomocu njezinoga trivijalnog proSirenja

£ _ f(.CC 7°~'7xm), (SU ,...,SEm) cD
f(ilfl; ,Qfm) = { 0. 1 (1'17 7$m> - K\D

na neki kvadar K O D (takav uvijek postoji jer je D
omeden).

P
2t SN
*“““‘z‘iz‘;&.&"‘s

Slika 3.

Sjetimo se, za m = 2, interpretacije integrala pozi-
tivne funkcije preko volumena:

e volumen ispod grafa funkcije j nad D i volumen
ispod grafa funkcije f nad K su jednaki, pa
ima smisla integral funkcije f nad D definirati
preko integrala funkcije f nad K (lako se vidi da
taj integral, ako postoji, ne ovisi 0 odabranom
pravokutniku).



Definicija 3.2 Neka je f : D — R omedena
funkcija pri Cemu je D C R™ omeden skup. Neka je
K C R™ bilo koji pravokutnik sto sadrzi D, a funkcija
J + K — R trivijalno prosirenje funkcije f. Ako je
funkcija f integrabilna onda integral (na D) od f
definiramo formulom

/ /f 1y ooy ) A - b= (1)
/ /f v1 oz Vi dy,
!f!f

ili krace

Napomena Vrijedi:

[ura=[r+ /g

D D D



/cf:c/f,cER.

D D

3AkOJeD:DlLJDQIDlﬂDQ:@(IlI f f:O)

DiNDsy
/ flf+l!f

D=D1UD,

onda je

3.2 Racunanje visestrukih integrala

Prisjetimo se (jednostrukog) integrala realne funkcije
jedne varijable kojega, naravno, nismo izraCunavali
po definiciji, nego primjenom Newton-Leibnizove for-
mule, tj. primjenom neodredenog integrala.

Istu tehniku primijeninimo i na dvostruki integral,
trostruki integral (i opCenito viSestruki integral).
Izracun dvostrukog integrala  [[  f(z,y)dzdy

K=[a,b]x[e,d]
svodi na izracun dvaju jednostrukih integrala.

Grubo receno: Prvo izracunajmo odredeni integral
fcdf(:lz,y)dy uzimajuéi da je varijabla x konstanta.



Rezultat ¢e biti funkcija u varijabli x i potom nju inte-
grirajmo uzimajuci a i b kao granice integracije.

Pokazuje se da vrijedi tzv. Fubinijev teorem:

Teorem 3.3 (Fubini) Neka je f : K — R neprekidna
funkcija, pri éemu je K = [a, b] X [c, d] C R* pravokut-
nik. Tada vrijedi

o (Vx € |a,b]) funkcija y — f(x,y) je R-integrabilna
na |c, d|;

e funkcija z — F (z f f(z,y)dy je R-integrabilna
na |a, bl;
o
/ f = / il
[a,b]

//Kf(:lf,y)dafdyZ /ab (/Cdf(w,y)dy> dx

Zamjena r «+—— y daje

J[ 1w dzay - / d ( / bf(x,wd:c) dy



UobiCajeni zapis je

/ab (/Cdf(af,y)dy> dx = /abdfv/jf(a?,y)dyj
[ ([ s [ [ s

| pritom kazemo da smo proveli integraciju u redosli-
jedu yx, odnosno xy.

Primjer Izraunajmo [ = [[, zy*dedy, K =
11,2] x [0, 1].

2 1
]:// :Uy2dxdy:/ d:z:/ ryidy =
K 1 0
2 3\ V=1 2 3 3
1
/ az(y—> da::/a:(——o—)da::
1 3 y=0 1 3 3
(2
3\ 2

Dakako, isti se rezultat dobiva i u obrnutom redosli-
jedu integriranja.

r=1



Napomena Za integral iz prethodnog primjera
kazemo da je integral sa separiranim varijablama i on
se moze jednostavnije izraCcunati kao umnozak dvaju
jednostrukih integrala:

/d:c/f dxdy—</f )(/ (y)dy).

U prethodnom primjeru je

//Ka:dea:dy: (/fxdx) . (/Olgfdy) _
(D) ()=




Napomena Dokaz Fubinijevog teorema je slozen, ali
se u slucCaju pozitivnhe funkcije moze intuitivno razu-
mijeti tvrdnja teorema. Naime, u sluCaju pozitivne
funkcije dvostruki integral [, f(z,y)dzdy je broj
koji je jednak volumenu V' odgovarajuceg pseudok-
vadra. Do izracuna toga volumena mozemo doci i na
sljedeca dva nacCina. U prvom slucaju istaknuti dio
(Slika 4.(a)) ima volumen

d
Vi~ /f(fi,y)dy AV

slucaju je

m d
V= o Sy dae
1\ C

max{Az; }—0 —
P(E)
b b d
= F (x)dx = flz,y)dy | dx

T A LA LIRS RN
LT AT AR
‘ e 2 e NS
LLRLRRTAE L R A R
e S e oSS (A TR LS y
e s R
LR R
LANLRAFLS
< LR
% - S
‘



Slika 4.

U drugom slucaju istaknuti dio (Slika 4.(b)) ima
volumen

b
Vo~ / f(x,€§>dx] Ay,

Zbroj tinh volumena

n

n b
DEDS [ | r <;f>da:] Ay,

j=1 “

aproksimira volumen V' i u granicnom slucaju je

n b
V= lim / x,¢:)dr | Ay.=
max{Ay, } —0 ]z:; [ . f( ]> ] y]

[ ( /jf@,y)dx) "

Ovim raCunanjem volimena V' na dva nacina dobi-
vamo da je zaista

[ 1@.yizy - / b ( / df<:c,y>dy> da
= /Cd (/abf(x,y)da:) dy.



Posebno, kad je definicijsko podruéje D C R?
omedeno grafovima dviju neprekidnih funkcija lako
dobivamo, iz formule (1), ovaj teorem:

Teorem 3.4 Neka je f : D — R funkcija, pri cemu
je D C R? omeden grafovima neprekidnih funkcija
©1, Py ¢ la,b] = R, v; < ¢, (Slika 4.6.(a)). Tada je

//D f(z,y)dxdy = /ab (Lijj) f(x,y)dy) dr. (2)

Posve sli¢no, kad je D C R? omeden grafovima
neprekidnih funkcija v, v, : |c,d] — R, ¢, < 4,
(Slika 4.6.(b)), vrijedi

//D f(x,y)dxdy = /Cd (/ijj) f(az,y)da:) dy. (3)

y=i 2(X) dp--

, | x=Y o(y) X=Y oY)
L yEe) ;

\

b (b)



Slika 5.

Umjesto (2) i (3) uobicajilo se pisati

//fxydxdy-/dx[p f(x,y)dy,
//Df(w,wd:vdy—/Cddy/ijj)f(%y)dx

| pritom smo u prvome slucaju integraciju proveli u re-
doslijedu yx, a u drugome u redoslijedu xy.

Primjer Promijeniti poredak integracije u integralu

1 2—x
= / dx / Edy
0 x Yy

| izracunajti njegovu vrijednost.
Podrucje integracije
0<zx<1
D= { r<y<2-—ux

mozemo zapisati i na ovaj naCin D = Dy U D, (Slika
4.8.),



D,
y=x
o
Slika 6
gdje je
0<y<l1 1<y<2
o {OSxSy’D2 {0<$§2—y
Imamo

A
/dy/ da;+/dy/2yfdaz—

[CE e [ (L))




Iskazimo sada analogone prethodnih teorema u
sluCaju trostrukog integrala.

Teorem 3.5 Neka je f : K — R funkcija, pri ¢emu je
K = [a,b] X [c,d] x [r,s] C R? kvadar. Tada vrijedi:

o (Vz € [a,b]) funkcija (y,2) — f(z,y,2) je R-
integrabilna na [c, d]| x [r, s];

e funkcija z — F (x f (7 f(z,y,2)dz) dy je
R-integrabilna na [a b);

[i-]r

[a.,0]

///fa:y \dzdydz —
:/ab (/Cd([sf(m,y,z)dz) dy> du.

"lIzmijenjujuCi mjesta" varijablama dobivamo
analogne integracijske formule.



Teorem 3.6 Neka je f : D — R, funkcija, pri Cemu je

D: { (CC,?J,Z) | CLSZCSZ), gpl(z) SySQOQ('r))}
gi(z,y) < 2 < gol,y) ’

gdje su ¢y, s i g1, go Neprekidne funkcije (Slika 4.9.).

Tada je
/// f(@,y, z)drdydz =
D
b () g2(z,y)
() (] rwwsis) ) @
a p1(z) g1(z,y)

Z=02(X,Y)

a< x <b
Ji(X)<y g 2(%)
91(X,Y)< Z <0s(X,Y)

Slika 7.



Posve sli¢no, ako je

D { (z,y.2) | e Sy < d, Yy(y) <o < ahy(y), }
g1(7,y) < 2 < gaf, y) |

gdje su v, ¥, i g1, go Nneprekidne funkcije (Slika 4.10.).
Tada je
// f(@,y, z)drdydz =
D

d Vs (y) 92(,y)
[ (] i) i) an
c ¥1(y) g1(7,y)



Kao i kod dvostrukog integrala uobicajilo se umjesto
zapisa (4) i (5) koristiti

// flx,y, z)dxdydz =
a2 92(z.y)
/ da:/ dy/ flx,y, 2 (4a)
p1(

// f(x,y, z)dxdydz =

D
Yoy 92(z,y)

/ dy/ dx/ flx,y, z)dz, (5a)
1 9

| pritom govorimo da smo integraciju proveli u
redoslijedu zyx, odnosno redoslijedu zxy.



Primjer IzraCunajmo

/ / / 2zdxdydz
D

gdje je D C R’ omeden grafovima funkcija

gilx,y) = 2>+ y*igi(zr,y) = V22 + 2

UocCimo da promatrane plohe prolaze ishodiStem i
da se sijeku uzduz jedini¢ne kruznice 2>+ 4> =1u
ravnini z = 1. Buduéida izmedu ravnina z =0iz =1
vrijedi 22 + y* < /22 + 12, to je promatrano tijelo D
odredeno nejednadzbama:
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Imamo:

V1—a2 2+y
/// 2zdrdydz = / da:/ / 2zdz =
V1—22 2492
V1—z22? Z—\/m
/ dx / [ ] dy =
V1—22 2=x2+4y2




1 V1—a2 5
/ daz/ 33 +y ((:U2+y2) )} dy
1 V1— x2

Vi1—a?
/ d:c/ y+x2—x4—2x2y2—y4)dy=
Vi1—a?

ly?’ + a2y — oty — gxzy:s _ 1y5
3 3 5

dxr =



