2.3 Parcijalne derivacije visih redova

Parcijalne derivacije drugog reda funkcije f : D —
R, D C R™, definiramo, kao parcijalne derivacije
prvih parcijalnih derivacija %, 1 =1,2,...,m (jerto su
funkcije od m varijabli!).

Dakle, ako je

of
(91172'

derivablna po varijabli z;, j € {1,2,...,m} u tocki
Ty € A;, onda broj

2 (%) o f
o0 Ox ;0x;

nazivamo druga parcijalna derivacija funkcije f po
varijablama z; i z; (redom) u tocki 1y,.

A — R, A C D,

(To) =

Ako funkcija f ima sve parcijalne derivacije drugog

reda u tocki T, 83(?-28fx~<T0)7 i,7 = 1,2,...,m, onda

kazemo da je funkcija f dvaput derivabilna u tocki
Th.




Neka je A;; C D skup svih toCaka 7' € D u kojima
f : D — R ima parcijalnu derivaciju drugog reda
po varijablama z; i z-; (redom). Tada dobivamo m?
funkcija svaka od m varijabli:

O*f
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. Aij —>R, i,j:1,2,...,m

/ 6’:1:]8:1:,
Funkciju 63 . A;; — R tada nazivamo druga par-

O,
cijalna denvamja od f po z; i x; (redom).

1T e Aij (T) e R.

Akoje A= () A;; C D, A+# 0 (tada su na A defini-
1,7=1
rane sve fi) kazemo da je f dvaput derivabilna

na skupu A C D (i svakom skupu B C A);

Ako je f dvaput derivabilna u svakoj tocki 1" € D
(. ako je A = D), govorimo o dvaput derivabilnoj
funkciji.

Slicno (induktivno), definiramo i parcijalne derivacije
n—tog reda.



Teorem 2.6 (Schwartzov) Neka je funkcija
f: D — R, D C R? derivabilna na nekoj e-kugli
K((xg,y0);¢) € D ineka f ima na toj kugli i parcijalnu

derivaciju drugoga reda po z i y redom, -2 IGE: a . Ako je
funkcija
62
= K (0, m)ie) - R
YOI K (wo.y0):e)

neprekidna u tocki (z, yy), onda postoji parcijalna
derivacija drugoga reda funkcije f po y i x redom u
toCki (g, y0) i pritom je

TS o 0) = 2L (0, o)
ayax Lo, Yo) = axay Lo, Yo)-

Dokaz:




Primjer 2.9 Promatrajmo funkciju f : R? — R zadanu
propisom

r? — o
f<x7y>: my-x2+y2’ ($7y)7é<070>

0, (z,y) = (0,0)

Funkcija f je derivabilna na R*\ {(0,0)} i pritom je
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folz,y) = (

Nadalje, obje ove parcijalne derivacije su derivabilne
funkcije (na R*\ {(0,0)}) i vrijedi

2 2 2,2
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Pogledajmo sada $to je s derivabino$cu u tocki (0, 0)!
Bududi daje f(x,0) = 0zasvakiz € Ri f(0,y) =0
za svaki y € R, to je f derivabilna i u (0,0) i
f:(0,0) = 0= f,(0,0). Primijetimo da je

f(x,0) =0, fi(z,0) =z, f.0,y)=—y, f,(0,y) =0,



pa za druge mjesSovite parcijalne derivacije od f u
(0,0) dobivamo:

- fH0,04 Ay) — f1(0,0)
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Dakle, funkcija f je dvaput derivabilna. Medutim,
"mjeSovite" druge parcijalne derivacije f,(0,0) i
+,(0,0) sumedusobno razli¢ite! Uzrok, dakako, leZi

u prekidnosti funkcije f;, (x,y) u tocki (0,0).



Napomena Schwartzov teorem mozZemo poopciti i
na vise derivacije (ako su neprekidne), tj. opet nije bi-
tan poredak deriviranja.

Teorem 2.7 Neka su funkciji f : D — R, D C R™
na nekoj e—kugli K(7Ty;¢) C D neprekidne sve par-
cijalne derivacije do ukljucivo r—tog reda. Ako na toj
e—kugli f ima i sve parcijalne derivacije (r + 1) —vog
reda i ako su one sve neprekidne u tocki 7T, onda
vrijednosti parcijalnih derivacija (r + 1) —vog reda u
toCki Ty ne ovise o redosljedu deriviranja po poje-
dinim varijablama.

Primjer 2.10 Odredimo sve parcijalne derivacije dru-
goga reda i treCe parcijalne derivacije po z, y i x
redom, te po z, z, i y redom (ondje gdje postoje) za
funkciju

f:D—R, DCR? f(x,y) =2y +zny.

Definicijsko podrucCje D je otvorena poluravnina
{(z,y) e R? | y > 0} i funkcija f je derivabilna.
Pritom je, u bilo kojoj toc¢ki (x,y) € D,



fo(z,y) =22y +Iny,

filwy) =a®+ =,
Yy
Primijetimo da su i obje parcijalne derivacije deriv-
abilne funkcije, tj. da je funkcija f dvaput derivabilna,
| da je

1
/! 1 /! x

Napokon, ocito je da je f i triput (zapravo, po volji
mnogo puta) derivabilna i da je fi/ (z,y) = 2 =
"

v (TY).-

UocCimo: sve parcijalne derivacije (svih redova) su
neprekidne, pa vrijedi Schwartzov teorem.




2.5 Diferencijali viSih redova

Diferencijale viSih redova definirat ¢mo induktivno
(slicno kao za funkcije jedne varijable). Sjetimo se:

Diferencijal funkcije f : D — R, D C R u tocki Tj
smo definirali linearan funkcional

df (TO> R™ — Rv

gdje je njegova vrijednost u toCki (vektoru) T' =
To+dT = (x1, ..., Tp) = (:1:(1) +dzy, ..., 20 + da:m)

dana sa
df (To) (T') = df (To) ((z1, ..., xm)) =
ﬁ = (1) b = zl g; (Ty) dz; = df (T).
imamo
o (1) = 3- 50 (1) &' = df € Hom (R

Dakle, ako je funkcua diferencijablna onda je dobro
definirana funkcija (diferencijal od f)

df : D — Hom (R"™ R), T — df (T)



koja svakoj tocki T' € D pridjeljuje diferencijal od f u
toj toCki. Kako je Hom (R™,R) = R™, diferencijal od
f mozemo shvatiti kao vektorsku funkciju

| v o (OF 0f
df : D — Hom (R™"R) 2 R", T (3:@- ()5 (T))

Definicija 2.8 Neka je f : D — R, D C R™ difr-
erencijabilna funkcija. Ako je diferencijal od f u tocki
Ty, df (1) , diferencijabilna funkcija u tocki T, onda
kazemo da je f dvaput diferencijabilna u tocki 7;.
Pripadni diferencijal

df (df) (Tp) = d*f (Ty) : D — Hom (R™ R) = R™

nazivamo drugim diferencijalom od f u tocki 7,
gdje je

df (df) (Tv) (T') - &’ f (To) (T) = d (df (To) (T)) (T) =
- é é 85-3;,;. (To) - dz; - doy = d*f (T) € R

02 f

i=1 j=1 axiaiﬁj

(Ty)-d'-d = df € Hom (Rm2, R)



Ako je diferencijal df diferencijabilna funkcija u svakoj
tocki iz T' € D, tj. ako je f dvaput diferencijabilna

u svakoj toCki 7' € D, onda kazemo da je f dvaput
diferencijabilna funkcija. Tada je dobro definirana
vektorska funkcija

d°f =df (f): D — Hom (R™, Hom (R™,R)) =
~ [Tom (R™,R™) = R™ = Hom (Rm2, R)

(@ 5
T o D) = (ol (1) gt (D))

koju nazivamo drugi diferencijal od f.

Vise diferencijale od f u 1 definiramo induktivno:
Ako je r-ti diferencijal od f

d'f:D— Hom (R™,R) = R™

u tocki Ty, d" f ('Ty) , diferencijabilna funkcija u tocki
Ty, onda (r + 1)-vi diferencijal od f u tocki 7 defini-
ramo kao

df (" f)(Ty) = d"' f(T) : D — Hom (R™,R) = R™



gdje je
df (d"f) (To) (T) = d" f (To) (T) = d (d" f (To) (T)) (T) =
ar—i—lf

(2] axirJrl

_ T - dos - - - dr.
ilgl Z: O - ( 0) dxll derJrl

=d"f(T)eR
Tada je dobro definirana vektorska funkcija

d*'f: D — Hom (R", Hom (R™ ,R)) =

r+1

~ R = Hom (Rm’"“, R)

. ar-i—lf ar—|—1f
T d (T = (6:61 1) (T))

koju nazivamo (r + 1)-vi diferencijal od f.




Zam = 2 imamo
d’f(T)=d*f (To) (T) =

82
a—x];] (TO) CZCC2_|_
0 f
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(Tp) -dx - dy+

(To) -dy - d:UJraQ—f (Tp) -dy” =

_|_
Oy?

(Schwartzov teorem)
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Opcenito, zbog Schwartzovog teorema formalno
mozemo pisati

d"f(T)=d"f (To) (T) =
m m arf B
iz;"gggzim,--ﬁx%<76>'dx“'”6h%"_

/0 9 7“



Primjer Neka je f (z,y) = x° + 22°y + y°. Odredite
dzf ((17 _1)) ) de ((17 _1)) :

2.6 Egzaktna diferencijalna forma

Promatrajmo funkcije f;, : D — R, D C R,
1 =1, ...,m. Formalni zbroj

fidxy + ... + fdx,,

pri c¢emu su dz;, ¢ = 1, ..., m, formalne oznake za pri-
raste varijabli, nazivamo diferencijalnom formom
na D. To je u stvari skalarna funkcija koja svakoj tocCki
T € D pridruzuje vrijednost

F(T)dxy + ... + fo (T) dep,

Primjer Diferencijal diferencijabilne funkcije

df () (T) = df (T) = 3.
i=1 UL
diferencijabilne funkcije f je diferencijalna forma

T — df (T), gdje je

/i
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1=1,...,m.



Definicija 2.9 Nekasu f, : D — R, D C R™,
v = 1, ..., m neprekidno derivabilne funkcije. Reci
¢emo da je pripadna diferencijabilna forma

fidry + ... + fodx,,

egzaktna (ili tocna) na otvorenom skupu A C D, ako
postoji diferencijabilna funkcija f : A — R, za koju je

fiT) = ST () = L),

df (T) = fL(T)dxy + .... + fr, (T) dxyy,
za svaki T € A.

Uocimo: Funkcija iz gornje definicije, ako postoji,
Ima 1 sve parcijalne derivacije drugog reda koje su
neprekidne funkcije, pa po Schwartzovom teoremu
mora biti

s R

856]' B (9513](3’332 B G:UZE?:U] B 8:132
zasvei,j€{l,..m}.




Definicija 2.10 Za skup A kazemo da je zvjezdast
ako postoji tocka Tj = (29, ...,27) € A, takva da je
za svaku tocku T} = (z1,...,z.,) € A, duZina

Tyl =
T =(x1,.,xm): 2= a)+t (zj—2)), t €]0,1],i=1,...,m}

sadrzana u skupu A.

Teorem 210 Nekasu f; : D — R, D C R™,
1 = 1,...,m neprekidno derivabilne funkcije na

otvorenom zvjezdastom skupu A C D. Pripadna
diferencijalna forma je egzaktna na A ako i samo ako

je

na A,zasvei,j€{l,...m}.
Primjer Ispitajte je li diferencujalna forma

xdy — ydx
x? + y?
egzaktna na R\ _{(0,0)}.

Uocimo:

o R¥\_{(0,0)} nije zvjezdast;



e Ako je

xdy — ydx
ey = P(r,y)dr +Q (v,y)dy,
gdje je
-y . T

e Funkcije P (z,y) i Q (x,y) su imaju neprekidne
parcijalne derivacije po volji visokog reda.

OP (z,y) 0Q(z,y) —a*+y’

oy Ox x? 4 1
za sve (z,y) € RN_{(0,0)}.

e forma nije egzaktna na (z,y) € R*\_{(0,0)} .

e forma je egzaktna na svakom otvorenom pravokut-
niku koji ne sadrzi (0,0).



