
2.3 Parcijalne derivacije vi�ih redova

Parcijalne derivacije drugog reda funkcije f : D �!
R, D � Rm; de�niramo, kao parcijalne derivacije
prvih parcijalnih derivacija @f

@xi
; i = 1; 2; :::;m (jer to su

funkcije od m varijabli!).
Dakle, ako je

@f

@xi
: Ai �! R; Ai � D;

derivablna po varijabli xj; j 2 f1; 2; :::;mg u to�cki
T0 2 Ai; onda broj

@
�
@f
@xi

�
@xj

(T0) �
@2f

@xj@xi
(T0) � f 00xjxi

nazivamo druga parcijalna derivacija funkcije f po
varijablama xi i xj (redom) u to�cki T0:

Ako funkcija f ima sve parcijalne derivacije drugog
reda u to�cki T0, @2f

@xj@xi
(T0); i; j = 1; 2; :::;m, onda

ka�emo da je funkcija f dvaput derivabilna u to�cki
T0.



Neka je Aij � D skup svih to�caka T 2 D u kojima
f : D �! R ima parcijalnu derivaciju drugog reda
po varijablama xi i xj (redom). Tada dobivamo m2

funkcija svaka od m varijabli:

@2f

@xj@xi
: Aij �! R; i; j = 1; 2; :::;m

T 2 Aij

@2f
@xj@xi�! @2f

@xj@xi
(T ) 2 R:

Funkciju @2f
@xj@xi

: Aij �! R tada nazivamo druga par-
cijalna derivacija od f po xi i xj (redom):

Ako je A =
mT
i;j=1

Aij � D; A 6= ; (tada su na A de�ni-

rane sve @2f
@xj@xi

) ka�emo da je f dvaput derivabilna
na skupu A � D (i svakom skupu B � A);

Ako je f dvaput derivabilna u svakoj to�cki T 2 D
(tj. ako je A = D); govorimo o dvaput derivabilnoj
funkciji.

Sli�cno (induktivno), de�niramo i parcijalne derivacije
n�tog reda.



Teorem 2.6 (Schwartzov) Neka je funkcija
f : D ! R, D � R2; derivabilna na nekoj "-kugli
K((x0; y0); ") � D i neka f ima na toj kugli i parcijalnu
derivaciju drugoga reda po x i y redom, @2f

@y@x. Ako je
funkcija

@2f

@y@x

����
K((x0;y0);")

: K((x0; y0); ")! R

neprekidna u to�cki (x0; y0), onda postoji parcijalna
derivacija drugoga reda funkcije f po y i x redom u
to�cki (x0; y0) i pritom je

@2f

@y@x
(x0; y0) =

@2f

@x@y
(x0; y0):



Primjer 2.9 Promatrajmo funkciju f : R2 ! R zadanu
propisom

f (x; y) =

8<: xy � x
2 � y2
x2 + y2

, (x; y) 6= (0; 0)
0, (x; y) = (0; 0)

:

Funkcija f je derivabilna na R2 n f(0; 0)g i pritom je

f 0x(x; y) = y

�
x2 � y2
x2 + y2

+
4x2y2

(x2 + y2)2

�
;

f 0y(x; y) = x

�
x2 � y2
x2 + y2

� 4x2y2

(x2 + y2)2

�
:

Nadalje, obje ove parcijalne derivacije su derivabilne
funkcije (na R2 n f(0; 0)g) i vrijedi

f 00yx(x; y) =
x2 � y2
x2 + y2

�
1 +

8x2y2

(x2 + y2)2

�
= f 00xy(x; y):

Pogledajmo sada �to je s derivabino�ću u to�cki (0; 0)!

Budući da je f (x; 0) = 0 za svaki x 2 R i f (0; y) = 0
za svaki y 2 R, to je f derivabilna i u (0; 0) i
f 0x(0; 0) = 0 = f

0
y(0; 0): Primijetimo da je

f 0x(x; 0) = 0; f
0
y(x; 0) = x; f

0
x(0; y) = �y; f 0y(0; y) = 0;



pa za druge mje�ovite parcijalne derivacije od f u
(0; 0) dobivamo:

f 00yx(0; 0) = lim
4y!0

f 0x(0; 0 +4y)� f
0
x(0; 0)

4y =

= lim
4y!0

�4y � 0
4y = �1;

f 00xy(0; 0) = lim
4x!0

f 0y(0 +4x; 0)� f
0
y(0; 0)

4x =

= lim
4x!0

4x� 0
4x = 1;

Dakle, funkcija f je dvaput derivabilna. Med̄utim,
"mje�ovite" druge parcijalne derivacije f 00yx(0; 0) i
f 00xy(0; 0) su med̄usobno razli�cite! Uzrok, dakako, le�i
u prekidnosti funkcije f 00yx(x; y) u to�cki (0; 0), tj.

f 00xy(x; y)=

(
x2�y2
x2+y2

�
1 + 8x2y2

(x2+y2)2

�
, (x; y) 6= (0; 0)

�1, (x; y) = (0; 0)
;

i ne postoji

lim
(x;y)!(0;0)

f 00xy(x; y) = lim
(x;y)!(0;0)

x2 � y2
x2 + y2

�
1 +

8x2y2

(x2 + y2)2

�
:



Napomena Schwartzov teorem mo�emo poopćiti i
na vi�e derivacije (ako su neprekidne), tj. opet nije bi-
tan poredak deriviranja.

Teorem 2.7 Neka su funkciji f : D �! R, D � Rm
na nekoj "�kugli K(T0; ") � D neprekidne sve par-
cijalne derivacije do uklju�civo r�tog reda. Ako na toj
"�kugli f ima i sve parcijalne derivacije (r + 1)�vog
reda i ako su one sve neprekidne u to�cki T0, onda
vrijednosti parcijalnih derivacija (r + 1)�vog reda u
to�cki T0 ne ovise o redosljedu deriviranja po poje-
dinim varijablama.

Primjer 2.10 Odredimo sve parcijalne derivacije dru-
goga reda i treće parcijalne derivacije po x, y i x
redom, te po x, x, i y redom (ondje gdje postoje) za
funkciju

f : D ! R; D � R2; f(x; y) = x2y + x ln y:

De�nicijsko podru�cje D je otvorena poluravnina�
(x; y) 2 R2 j y > 0

	
i funkcija f je derivabilna.

Pritom je, u bilo kojoj to�cki (x; y) 2 D,



f 0x(x; y) = 2xy + ln y;

f 0y(x; y) = x
2 +

x

y
:

Primijetimo da su i obje parcijalne derivacije deriv-
abilne funkcije, tj. da je funkcija f dvaput derivabilna,
i da je

f 00xx(x; y) = 2y; f
00
yx(x; y) = 2x +

1

y
;

f 00xy(x; y) = 2x +
1

y
; f 00yy(x; y) = �

x

y2
:

Napokon, o�cito je da je f i triput (zapravo, po volji
mnogo puta) derivabilna i da je f 000xyx(x; y) = 2 =
f 000yxx(x; y):

Uo�cimo: sve parcijalne derivacije (svih redova) su
neprekidne, pa vrijedi Schwartzov teorem.



2.5 Diferencijali vi�ih redova

Diferencijale vi�ih redova de�nirat ćemo induktivno
(sli�cno kao za funkcije jedne varijable). Sjetimo se:

Diferencijal funkcije f : D ! R; D � Rm u to�cki T0
smo de�nirali kao linearan funkcional

df (T0) : Rm ! R;

gdje je njegova vrijednost u to�cki (vektoru) T =
T0 + dT � (x1; :::; xm) =

�
x01 + dx1; :::; x

0
m + dxm

�
dana sa

df (T0) (T ) = df (T0) ((x1; :::; xm)) =

=
mP
i=1

@f

@xi
(T0)4xi =

mP
i=1

@f

@xi
(T0) dxi � df (T ) :

Imamo

df (T0) �
mP
i=1

@f

@xi
(T0) � di � df 2 Hom (Rm;R)

Dakle, ako je funkcija diferencijablna onda je dobro
de�nirana funkcija (diferencijal od f )

df : D ! Hom (Rm;R) ; T ! df (T )



koja svakoj to�cki T 2 D pridjeljuje diferencijal od f u
toj to�cki. Kako je Hom (Rm;R) �= Rm; diferencijal od
f mo�emo shvatiti kao vektorsku funkciju

df : D ! Hom (Rm;R) �= Rm; T !
�
@f

@xi
(T ) ; :::;

@f

@xi
(T )

�
De�nicija 2.8 Neka je f : D ! R; D � Rm diferen-
cijabilna funkcija. Ako je diferencijal od f u to�cki T0
diferencijabilna funkcija, tj. ako je df (T0) : Rm ! R
diferencijabilna funkcija, onda ka�emo da je f dva-
put diferencijabilna u to�cki T0: Pripadni diferencijal

d (df (T0)) � d2f (T0) : Rm ! R

nazivamo drugim diferencijalom od f u to�cki T0;
gdje je

d (df (T0)) (T ) = d
2f (T0) (T ) =

=
mP
i=1

mP
j=1

@2f

@xi@xj
(T0) � dxi � dxj � d2f (T ) 2 R

Imamo

d2f (T0) �
mP
i=1

mP
j=1

@2f

@xi@xj
(T0)�di�dj � d2f 2 Hom

�
Rm2

;R
�



Ako je diferencijal df diferencijabilna funkcija u svakoj
to�cki iz T 2 D, tj. ako je f dvaput diferencijabilna
u svakoj to�cki T 2 D; onda ka�emo da je f dvaput
diferencijabilna funkcija. Tada je dobro de�nirana
vektorska funkcija

d2f : D ! Hom
�
Rm2

;R
�
�= Rm2

T ! d2f (T ) �
�

@2f

@x1@x1
(T ) ; :::;

@2f

@xm@xm
(T )

�
koju nazivamo drugi diferencijal od f:

Vi�e diferencijale od f u T0 de�niramo induktivno:
Ako je r-ti diferencijal od f

drf : D ! Hom
�
Rmr

;R
� �= Rmr

u to�cki T0, drf (T0) ; diferencijabilna funkcija u to�cki
T0; onda (r + 1)-vi diferencijal od f u to�cki T0 de�ni-
ramo kao

d (drf (T0)) = d
r+1f (T0) : Rm ! R;



gdje je
d (drf (T0)) (T ) = d

r+1f (T0) (T ) =

=
mP
i1=1

� � �
mP

ir+1=1

@r+1f

@xii � � � @xir+1
(T0) � dxi1 � � � dxir+1

� dr+1f (T ) 2 R

Tada je dobro de�nirana vektorska funkcija

dr+1f : D ! Hom
�
Rmr+1

;R
�
�= Rmr+1

T ! dr+1f (T ) �
�

@r+1f

@x1 � � � @x1
(T ) ; :::;

@r+1f

@xm � � � @xm
(T )

�
koju nazivamo (r + 1)-vi diferencijal od f:



Za m = 2 imamo
d2f (T ) � d2f (T0) (T ) =

@2f

@x2
(T0) �dx2+

@2f

@x@y
(T0) �dx � dy+

+
@2f

@y@x
(T0) �dy � dx+

@2f

@y2
(T0) �dy2 =

(Schwartzov teorem)

=

�
@2f

@x2
(T0) �dx2+2

@2f

@y@x
(T0) �dy � dx+

@2f

@y2
(T0) �dy2

�
�

�
�
@

@x
�dx+ @

@y2
�dy
�2
f (T0)

Općenito, zbog Schwartzovog teorema formalno
mo�emo pisati

drf (T ) � drf (T0) (T ) =
mP
i1=1

� � �
mP
ir=1

@rf

@xii � � � @xir
(T0) � dxi1 � � � dxir =

�
�
@

@x1
�dx1+:::+

@

@xm
�dxm

�r
f (T0)



Primjer Neka je f (x; y) = x3 + 2x2y + y3. Odredite
d2f ((1;�1)) ; d3f ((1;�1)) :

2.6 Egzaktna diferencijalna forma

Promatrajmo funkcije fi : D ! R; D � Rm;
i = 1; :::;m: Formalni zbroj

f1dx1 + :::: + fmdxm;

pri �cemu su dxi; i = 1; :::;m; formalne oznake za pri-
raste varijabli, nazivamo diferencijalnom formom
na D: To je u stvari skalarna funkcija koja svakoj to�cki
T 2 D pridru�uje vrijednost

f1 (T ) dx1 + :::: + fm (T ) dxm;

Primjer Diferencijal diferencijabilne funkcije

df (T0) (T ) � df (T ) =
mP
i=1

@f

@xi
(T0) dxi

diferencijabilne funkcije f je diferencijalna forma
T ! df (T ), gdje je

fi =
@f

@xi
; i = 1; :::;m:



De�nicija 2.9 Neka su fi : D ! R; D � Rm;
i = 1; :::;m neprekidno derivabilne funkcije. Reći
ćemo da je pripadna diferencijabilna forma

f1dx1 + :::: + fmdxm;

egzaktna (ili to�cna) na otvorenom skupu A � D; ako
postoji diferencijabilna funkcija f : A! R; za koju je

f1 (T ) =
@f

@x1
(T ) ; :::;fm (T ) =

@f

@xm
(T ) ;

tj.
df (T ) = f1 (T ) dx1 + :::: + fm (T ) dxm

za svaki T 2 A:

Uo�cimo: Funkcija iz gornje de�nicije, ako postoji,
ima i sve parcijalne derivacije drugog reda koje su
neprekidne funkcije, pa po Schwartzovom teoremu
mora biti

@fi
@xj

=
@2f

@xj@xi
=

@2f

@xi@xj
=
@fj
@xi

za sve i; j 2 f1; :::;mg :



De�nicija 2.10 Za skup A ka�emo da je zvjezdast
ako postoji to�cka T0 �

�
x01; :::; x

0
m

�
2 A; takva da je

za svaku to�cku T1 �
�
x11; :::; x

1
m

�
2 A; du�ina

T0T1 =�
T � (x1; :::; xm) : xi= x0i+t

�
x1i�x0i

�
; t 2 [0; 1] ; i = 1; :::;m

	
sadr�ana u skupu A:

Teorem 2.10 Neka su fi : D ! R; D � Rm;
i = 1; :::;m neprekidno derivabilne funkcije na
otvorenom zvjezdastom skupu A � D: Pripadna
diferencijalna forma je egzaktna na A ako i samo ako
je

@fi
@xj

=
@fj
@xi

na A, za sve i; j 2 f1; :::;mg :
Primjer Ispitajte je li diferencujalna forma

xdy � ydx
x2 + y2

egzaktna na R2� f(0; 0)g.
Uo�cimo:

� R2� f(0; 0)g nije zvjezdast;



� Ako je
xdy � ydx
x2 + y2

= P (x; y) dx +Q (x; y) dy;

gdje je

P (x; y) =
�y

x2 + y2
i Q (x; y) =

x

x2 + y2
:

� Funkcije P (x; y) i Q (x; y) su imaju neprekidne
parcijalne derivacije po volji visokog reda.

�
@P (x; y)

@y
=
@Q (x; y)

@x
=
�x2 + y2
x2 + y2

za sve (x; y) 2 R2� f(0; 0)g :

� forma nije egzaktna na (x; y) 2 R2� f(0; 0)g :

� forma je egzaktna na svakom otvorenom pravokut-
niku koji ne sadr�i (0; 0) :


