


2. Diferenciranje skalarnih funkcija

2.1 Parcijalne derivacije

Uocimo:

e formalno poopce derivabilnosti u tocCki (vektoru)
Ty = (:c(l),:cg, ...,:c%) € Dy

za skalarne funkcije (m > 2) nije moguce, jer

AT '
nema smisla ("vektor dijeli broj").

e Medutim, promatramo li suzenja
fTo,i7 ’L = 1, ey TN

(definiciju vidjeti u pogl. 1.1), koja su, zapravo,
funkcije jedne varijable, mozemo govoriti o deriv-
abilnosti.



Promatrajmo funkciju f : D — R, D C R? i po volji
odabranu tocku Ty = (g, 1) € D. Oznacimo ravnine

y.v =y 1 1.0 = xp.
Nadalje, neka je
D,=1l, "nDCD i D,=I1,,NnDCD

Ocito je D,,, # 0, D,, # 0, jer sadrze barem tocku Tj.
Suzenja

f’DyO flszo%Ra f1($):f<$,y0)
flp,, = fo: Dy = R, fa(y) = [ (w0,

smijemo smatrati funkcijom jedne varijable, jer se mi-
jenja samo koordinata z, odnosno y, redom.

\fl(xo):f(xo,)/o)




Ako postoji limes

filzo+A) fio)

) N —
f(xo+ Az, yo) — f(z0, Y0) gi( 0,Yo) = fr(xo, yo)

lim
\AZL‘—>O Az
f {?;0)

4

onda f(xg,yy) nazivamo prva parcijalna derivacija
po x funkcije f u toCki (xg, yo). Ako postoji limes

fz(?JoirAy) f2(wo)
lim f (o, yo + Ay) — fl(xo, yo) 6f(g; o) = f’(:z: o)
\Ay—>0 Ay ) ay 0, Y0 0, Y0
£3(0)

onda f,(xo,%0) Nnazivamo prva parcijalna derivacija
po y funkcije f u toCki (g, yo).

Napomena Graf z=f(x, y) funkcije je ploha. Pres-
jecemo li tu plohu ravninom x = z,, odnosno, y = vy,
dobit c¢emo ravninske krivulje I'y, odnosno I';, redom.

Geometrijska interpretacija parcijalnih derivacija

fa(zo,y0) 1 f, (0, yo): to su koeficijenti smjera tangente
na Fl, odnosno ['; u tocki To (.I‘(), Yo, Z():f(x(), yo))



Neka je dana funkcija f : D — R, D C R" i neka
tocka Ty = (29,29, ..., 2%,) € D. Promotrimo skupove

DTO,Z' = {T = (331,.’12‘2, ,.lem) eD ‘ Ij = .I"(j), 1 # ]} C D

i = 1,2,...,m. UoCimo da je u Dr,; promjenjiva
samo jedna koordinata, pa ga mozemo smatrati pod-
skupom od R. Suzenje

f oy .= fri: Dy — R

tada smijemo smatrati funkcijom jedne varijable.

Definicija 2.1 Neka je dana funkcija f : D — R,
D C R™ineka tocka T = (9,29, ...,x0,) € D. Neka
je dan skup Dr, ; i suzenje fr,; zaneki: =1,2,....m.

Ako postoji derivacija funkcije fr,; u tocki z}(e
Dz, ; € D) reci cemo da funkcija f ima (prvu) parci-
jalnu derivaciju po varijabli x; u tocki T15,.

Derivaciju (fr,;)" (z!) tada nazivamo (prvom) par-
cijalnom derivacijom funkcije f po varijabli z; u
to€ki 7) i oznadujemo sa +L(Ty)= f. (Ty).



Dakle, po definiciji je

lim f((x(l]a ) ?17 Z—I-AI'Z, i+1°" ,I0)>—f<(x(1),,$9n)>

0

L) - 1,0,

Ako funkcija f ima u tocCki T} parcijalnu derivaciju
po svakoj varijabli onda kazemo da je funkcija f
derivabilna u tocki 7.

Ako je f derivabilna u svakoj tocki T € D, nazivamo
ju derivabilnom funkcijom.

Neka je A, C D skup svih toCaka 1" € D u kojima
f : D — R ima parcijalnu derivaciju po varijabli z;.
Tada dobivamo m funkcija svaka od m varijabli:

of A — R 1=1,2,....m
([)QZ‘Z'
= Of
T e A, 25 R.
C (%Z( ) €

Funkciju 52 97 . A, — R tada nazivamo (prva) parci-
jalna derlvacua od f po z; (na A;).

Napomena: Ako zelimo naci %, tada f treba
derivirati po z; tako da sve preostale varijable
tretiramo kao konstante.



UocCimo: f je derivabilna akko je A, = D za svaki
1=1,2,...,m;

o Ako je A = ﬂA'gD,A;«é(Z)(tadasunaA

definirane sve gf) onda je f derivabilna na skupu

ACDi svakom skupu B C A);

e Ako je 3 af . A, — R neprekidna funkcija u tocki
Ty € AZ, onda kazemo da je f neprekidno parci-
jalno derivabilna po varijabli x; u toCki 7 € A;;

e Ako su sve gj A, — R, 7 =1,2,...,m neprekidne

funkcije u tocki Tp € A = (| A; € D (na skupu
1=1

B C A), onda kazemo da je f neprekidno

derivabilna u toCki 7y € A (na skupu B C A);




Primjer 2.1 Ispitajte derivabilnost funkcije dane prav-
ilom

fl@,y,2) =y+In(zy+2).
Imamo: f: D; — R, gdje je
Df:{(x,y,z) ceR’:zy++/2>0 A 220}.
Deriviranjem dobivamo:

of Y of

— = A, R,

aaj(x?yaz) ZCer \/27 (937 —

of T af

— =1 — A R

ay(ajaya Z) + $y+ \/27 ay Y — )

9 | af

— = A, R,
gdje je

A, = Din{(z,y,2) ER’:ay+ 2z #0} = Dy
Ay = Dyn{(z,y,2) eR’:xy+ /2 # 0} = Dy
A, = Din{(z,y,z) cR%: 24/ (zy++v/z) # 0} # Dy.

Dakle, f : D; — R nije derivabilana (A, # Dy), ali
je (neprekidno) derivabilna na



A=A, NANA, =
:{(:c,y,z)ERg:xy+\/Z>O A z>0}.

Sjetimo se da za realne funkcije jedne varijable deriv-
abilnost povlaci neprekidnost. Sada ¢emo pokazati
da za funkcije viSe varijabla to, opc¢enito, ne vrijedi.

Primjer Pokazali smo da je funkcija f : R? — R
zadana propisom

flo.g) — { e @) #00
0, (x,y) = (0,0)
prekidna u tocki (0,0) ( lim f(z,y) ne postoji).

(2,9)—(0,0)
Ona je, medutim, derivabilna u tocki (0,0). Naime

£(0+ Az, 0) — £(0,0)

/ — 1
f2(0,0) = lim_ ~
(Az)-0 0
L (Ax)*402 B
B Alalsrgo Az =0,

a slicno se pokaze dajei f,(0,0) = 0.



Dakle: f/:R* - R

T

filw,y) = { St

0,
if;:R2—>R

22 —yy?

ey - { G



2.2 Diferencijabilnost

Prisjetimo se funkcije jedne varijable:
e Definirali smo

ANf(x) = f(z) = f(zo) = f(wo + Az) — f(z0)

A
e = fim, 5

e Ako je f derivabilna u zy (3f'(xy)), onda je

w (B10Swbsy
Az—0 X
= tim (S~ pan)) = fa) - £ an) =0

Oznacimo r (Ax) = Af(x) — f'(xg)Ax. |z relacije
(1) vidimo da r (Ax) "brze" tezi u 0 nego Ax.

To znaci da za derivabilnu (diferencijabilnu) funkciju
f u toCki z( vrijedi
Af(z) = fl(wo)Dx + 1 (Ax) = f/(xg)dx + r (Ax) =
= df(x) +r (Ax)

gdje je lim o) — g,



Funkcija f : D — R, D C R? ¢e biti diferencijabilana
funkcija u tocCki (x, y9) € D ako se prirast

Af(ﬂf,y) — f(way) o f(«T(),y())
— f(:E0+AQ:,y0+Ay) T f(x(%y())

dade zapisati u obliku

Af(x,y) =
= fu(wo, y0) (v — 20) + fé(x07 o) (Y — o) + 7 (Az, Ay) =
— f;:(x()v yo)ALU -+ fgj(x()) yO)Ay + T (ACE7 AZ/)

die  lim randy) ).
g J (A.f,Ay)—)(0,0) \/(Ax)QJr(Ay)2

Poopc¢imo ovo.

Promatrajmo funkciju f : D — R, D C R i po volji
odabranu tocku Ty = (29,29,...,29%) € D. Neka je

T = (x1, 9, ...,Tn) € D bilo koja tocka. Uvedimo oz-
nake:

T —x) = Az, i=1,2,...,m,



Za bilo koji ¢« promatrajmo pripadnu funkciju (jedne
varijable) fr,; : Dr,; — R. Ako je ta funkcija deriv-
abilna (diferencijabilna) u tocki =¥, onda pripadni
diferencijal

dfTO’i(ajg) 'R — R

dfpi(x?) () = dfpi(a;) = f}o,i(x?)ﬁazi —
of

= fr (V) dx; = = (T})dx;
ng,@<$z) L axz( 0) L

nazivamo parcijalnim diferencijalom funkcije f po
varijabli x; u toCki 7.

Definicija 2.2 Kazemo da je funkcija f : D — R,
D C R™ diferencijabilna u to€ki 7, € D, ako postoji
linearan funkcional L takav da je

Af(T) = f(T)— f(To) = L(T —To) +r (T —Tp) (2)

pri emu funkcija T — Ty — r (T — Tp) € R ima svo-
jstvo
) r (T — T())
lim = 0.
T—T, HT — T()”




Napomena: U gornjoj definiciji je

1T = Toll = (T, To) = \ Z(fm — ;)%

Linearan funkcional je funkcija L : R™ — R oblika
L (T) = L (([Ifl, Ly vuny Qfm)) =

= @11+ %o+ ... +apxy, = AT

gdje je A = (a4, as, ...,a,,) vektor, a A - T oznaka za
skalarni produkt vektora'.

Moze se pokazati da je linearan funkcional L u
Definiciji 2.2, ako postoji, jedinstven.

Tada L oznaCujemo s df (1) i nazivamo diferenci-
jalom funkcije f u tocki Tj.

Moze se pokazati da je tada

L <T —Ty) = df (Ty) (T) = 3)
f: 85132 <T()> ASIZZ — f:l gg}i (T()) dCIfZ

Dakle, diferencijal funkcije f u tocCki 7} je potpuno
odreden parcijalnim diferencijalima funkcije f po

L' (R", ) je unitaran prostor nad R, pa za svaki linearan funkcional L : R” — R

postoji jedinstven vektor A € R" tako daje L (7)) =T - A.



varijabli :c?, tj. s parcijalnim derivacijama % (7o) ,
1=1,2,....m.
Krac¢a oznaka:

df (To) (T') = df (T).

Kazemo da je funkcija f : D — R, D C R diferen-
cijabilna na skupu B C D, ako je diferencijabilana u
svakoj tocki T’ € B.

U slucaju B = D govorimo o diferencijabilnoj
funkciji.

Napomena:

e |1z Definicije 2.2 slijedi da se funkcijski prirast A f(T)
utoCki T =Ty +dT, dT' = (Axy, Nxa, ..., Axy,) =
(dxy, dxo, ..., dx,,) , diferencijabilne funkcije u tocki
Ty moze, po volji dobro aproksimirati vrijednoScu
df (T'), ako su Ax; = dx; dovoljno mali.

e Nadalje, diferencijabilnost povlaci derivabilnost,
dok obrat opcenito ne vrijedi (Za m = 1 to su
ekvivalentna svojstva).

Primjer 2.2 Funkcija

2

FRA{0.0) =R, fry) = 570



ima u tocki (0, 0) grani¢nu vrijednost 0, (1(1)15(1;1)]1’(:1:, y) = 0.
(Vidjeti Primjer 1.5) |

Dakle funkcija
g:R2 SR, g(z,y) = i, (2,y) #(0,0) |
07 (ZC, y) — (O, O)

je neprekidna u (0, 0). Ispitajmo njenu derivabilnost u
(0,0). Imamo

: .90+ Az,0)—g(0,0)

(Ax)*0 0
Y (Az)*+02 _
N Alglcrgo Az 0,

a slicno se pokaZze da je i g,(0,0) = 0, pa je deriv-
abilna u (0, 0).

Pokazimo sada da nije diferencijabilna u (0, 0). Dakle,
treba pokazati da ne vrijedi
JAN
hm r (A‘CU7 y)

= 0.
(Dz,Ay)—(0,0) \/(A:U)Q L (Ay)Z




1z (2) i (3) imamo
r(Az, Ay)

lim —

(Az,Ay)—(0,0) \/<A$)2 4 (Ay)2

Ag(z,y) — [g5(0,0)Az + g,(0,0)Ay]

(Ax,Ay)—(0,0) \/(A.CC)Q 4 (Ay>2
I Nr=2—0=ux, ]
Ay=y—-0=y

Ag(z,y) = g0+ Az,0+ Ay) —g(0,0) = g(x,y)

(2,y)—(0,0) Vot + y?

SUQy
: r2+y? : 2
lim = |lim

@9)=00) /22 + ¢ (@n)=00) (22 4 2)2

Pokazimo da ovaj limes ne postoji:

T2y r? - kx k

lim 7 = lim 7 =
00 () (R

39
2
y=kx

r(Az,Ay)

a funkcija
P J V(Bz) +(Ly)

- nema limes u (0,0).



