


Plosni integral druge vrste

Kao §to smo uveli dvije vrste poopcenja (jedno za
skalarno, a drugo za vektorsko polje) odredenog inte-
grala na integral po krivulji, tako uvodimo i dvije vrste
poopcenja dvostrukog integrala na integral po plohi:

e Integral skalarnog polja po plohi smo definirali kao
plosni integral prve vrste;

e Sada ¢emo definirati integral vektorskog polja po
plohi.

Sliéno slucaju krivuljnog integrala vektorskog polja
(po usmjerenoj krivulji), ovdje treba definirati pojam
usmjerene plohe. Strogo definiranje toga pojma je
komplicirano, pa c¢emo kratko i jednostavno, samo
pojasniti o cemu se radi.

Usmjerenu plohu ¢emo definirati pomocu njezinih us-
mjerenih tangencijalnih ravnina, a usmjerenu ravninu
pomocu njezinih normalnih vektora.

U tu svrhu najprije uocimo da ravnina ima dvije
strane od kojih je jedna odredena skupom svih
(jediniénih) normalnih vektora 7, a druga skupom
svih —Wo.



1.slika

Odabirom jedne od tih strana, tj. ili svih 77 ili svih
—7, odabrano je jedno od dvaju (neprekidnih) usm-
jerenja (ili orijentacija) promatrane ravnine.

(MjeSoviti odabir bi tvorio neko "prekidno usmjere-
nje”!).

Reci cemo da je glatka ploha S usmjerena (ili ori-
jentirana) ako joj je usmjerena svaka tangencijalna
ravnina i pritom je to "usmjeravanje neprekidno’, tj.
opisno govorece, u bliskim toCkama su bliski i pri-

padni normalni vektori.

Drugim rijeCima, ploha S je (neprekidno) usmjerena

ako ima dvije strane i jedna od njih je odabrana. Smi-
jemo zamisliti da svako (neprekidno) usmjerenje tvore
svi jedinicni normalni vektori Sto "izlaze” iz odabrane

strane. Pojmovi su ilustrirani slikom 1.



2.slika

e Ako ploha S nije glatka ali je po dijelovima glatka,
zahtijevamo (neprekidnu) usmjerenost svakoga
glatkog dijela i njihovu medusobnu suglasnost, tj.
pripadnost svih normalnih vektora tocno jednoj
strani te plohe (v. Slika 2. (a) ). (Nepostojanje
normalnih vektora u toCkama ”"spojnih krivulja”
zanemarujemo!)

e Poseban slucaj jesu jednostavno zatvorene plohe
(sfera, rub geometrijskog tijela). Buduci da one,
ocCito, imaju dvije strane, vanjsku i unutrasnju,
tako in i usmjerujemo, tj. ili skupom svih vanjskih
jedinicnih normalnih vektora ili skupom svih onih
unutrasnjih (v. Slika 2.(b)).



3.slika

Primjer 3 Mobiusova vrpca je primjer glatke plohe
koja se ne moze (neprekidno) usmijeriti.

Promatrajmo pravokutnik ABC'D pa mu zalijepimo
stranicu AD sa stranicom B(C'i to tako da smo BC
"preokrenuli” i identificirali C's Ai B s D. Dobit cemo
plohu, tzv. Mobiusovu vrpcu.

Pokazimo da Mobiusova vrpca nije usmjeriva ploha!

e Odaberimo bilo koju njezinu toCku T} i u njoj nor-
malni vektor 7y pa "krenimo kroz njezine normalne
vektore u kontinuirani obilazak™ po naznacenoj
(crtkanoj) jednostavno zatvorenoj krivulji.

e VrativSi se u polaznu tocku 1 pojavit ¢e se normalni
vektor — 7. Primijetimo da pritom nismo napustali
"odabranu stranu” te plohe (ij. nismo prelazili preko
ruba), a na kraju-pocCetku smo se nasli na "drugoj
strani”’. To, zapravo, znaci da Mobiusova vrpca ima
samo jednu stranu.



Napomena: Promatrati samo po dijelovima glatke
usmjerene plohe. Pritom, ako je ploha S zadana
jednadzbom z = g(x,y), (z,y) € D C R, jedno usm-
jerenje odreduje izbor jedinicnih normalnih vektora
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n O(xv y) — 5 27
\/1+ (69((9«9;,1/)) n (89((99;@/))

a drugo usmjerenje je onda dano vektorima
—ﬁ0($7y>

Plohu S usmjerenu vektorima 7'y(z,y) oznatujemo
Y% ¥
sa S, a u drugomu slucaju - sa S.

Ako je ploha S jednostavno zatvorena, njezino usm-
Jerenje vanjskim normalnlm vektorima oznacCujemo

sa S a unutrasnjima - sa S

Napokon, ponekad ¢emo koristiti i oznaku d? za

oz, y)dS i — 7odS.



Definicija 5.12 Neka je W = {w,, w,, w.)} : X —
R3, X C R3, neprekidna funkcija (vektorsko polje), a
z = g(z,y), (x,y) € D C R? jednadzba usmijerive
glatke plohe S C X, pri Cemu je D zatvoreno po-
drucje rub kojega je po dijelovima glatka jednostavno
zatvorena krivulja.

Tada dvostruki integral

dg dg
Wy T AN z y I ) d
//D< Wa wy8y+w)(fvyg(w y))dxdy

nazivamo plosnim integralom druge vrste vek-
5%
torskoga polja w po usmijerenoj plohi S i ozna&ujemo

S
//ﬁod? il / W o T odS.
S S

Primijetimo da su oznake posve u skladu s definici-
jom jer je

2 2
ds = \/ 1+ (—39(%”) + (—@gg;w) drdy i

og(zy) =  dglxy) = |, 7.
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Spomenimo da se plosni integral druge vrste

// Tods

u fizici naziva tokom (ili fluksom) vektorskoga polja
W kroz plohu S.

U sluCaju usmjerene po dijelovima glatke plohe 5,
sukladno sastavljene od usmjerenih glatkih ploha

St1, -+, 5, odgovarajuci plosni integral druge vrste
definiramo kao pripadni zbroj, tj.

//w d?dﬁf/mﬁongr---Jr//mﬁod?.
Sl Sn

Za plosni integral druge vrste vrijedi ovaj teorem:

Teorem 5.13 Neka su w, v : X — R3 X C R?,
neprekidne vektorske funkcije, S € X usmjeriva po
dijelovima glatka plohai A, x € R. Tada je:

1)//mﬁ>od§:—//mﬁod§);
S S



Napomena: Pridodajemo jos jedan zapis plosnog in-
tegrala druge vrste. Zadamo li, formalno, jedini¢ne
normalne vektore na S pomocu njihovih smjerovnih
kosinusa,

— - - -
nog= 1 cosa+ j cos B+ k cosy = {cosa, cosf3, cosv},

pripadni plosni integral druge vrste ima zapis

//gﬁodg - //S(wx cos a+w, cos f+w, cosy)dS =

/ﬁ w,dydz + wydzdr + w.dxrdy.
S

U svezi s tim, podsjetimo na joS jedno definiranje
plosnog integrala druge vrste.



Neka su dane neprekidne skalarne funkcije
PQ,R:X —-R, XCR’

i dvostrana ploha S C X, te neka
= {cosa, cosf3, cosvy}

oznacuje jedinicni normalni vektor na odabranu
stranu S* plohe S u bilo kojoj to¢ki. Tada se pripadni
plosni integral druge vrste "definira” kako slijedi:

// Pdydz + Qdzdx + Rdxdy =
S+

— //(Pcosoz+@cosﬁ+Rcos*y)dS.
S

(UoCimo da na desnoj strani stoji plosni integral prve
vrste!)

Napomena: Ako je usmjeriva glatka ploha S zadana
jednadzbom z = g(zx,y),(x,y) € D C R, onda us-
mjerenje odreduje jedan od jedinicnih normalnih
vektora



_Oglzy) 7 59(

y)
) 7+ P
:l:ﬁ()(-?f, y) = 2 9 9
\/1+ (5‘9(5;@) n (5‘9((9:;,?1))
Buduci je
1
cosvy = =+ > >
\/1+ (39((9?9)) n (39%,?;))
onda je
g9 — dxdy |
[cos |
paje

// Pdydz + Qdzdx + Rdxdy =
S+

— //(PCOS@+Q0086+RCOS’}/)CZS =
S

dxdy

cosy|

// COS COS@ R COS 7Y \dady

cosy] |COSW| [cos |

// (Pcosa+ Qcos 3+ Rcosvy)
D




Primjer 4 Izracunajmo plosni integral druge vrste

// w2dydz + y*dzdr + 2*dxdy,
S+

pri Eemu je ST "vanjska” strana "desne” polusfere

S sredidnje sfere zadane jednadzbom z?+y%+22 = a®.

4. slika

Rastavimo "desnu” polusferu S na dvije plohe,
S =57U.S5y, gdje je

S12...212 = 12 = +/a? — 22 — 92,

—a<zx<a

({E’y)ED”'{OSySM'

Buduci da je S* "vanjska strana”, to je ST = S; U S,
pa po Teoremu 5.13 slijedi



// ﬁod?z/ﬁwod§+/ﬁ@)od§)
S+ Sh So
:/ﬁwodg—/ﬁﬁodg.
Sl 52

Trazene parcijalne derivacije jesu

Og12(7,y) _ Fz

ox \/a2 2 y2’
0g12(2,y) _ Fy

oy \/a2 2 _ yz

Time smo pripremili sve za za izracunavanje. Dakle,
/ / w2 dydz + y*dzdr + 2Adxdy =
S+

= // (27 cos ay + y* cos By + 2% cosy;)dS—
S

// (2% cos avg + 3 cos By + 2% cos ¥y)dS
S



2 2
- / / - +y° 4 dxdy =
\/a? — 2 \/aQ — a2 — 2
polarne koordinate 2p° cos® gO 2p°sin®
= \/— Ja pdpde

T a 4 4
, p dp Ta

:2/ cos® ¢ + sin® ¢ dp =+ = —.
0 <( ) 0 \/a®— p? 2

(IzraCunajte ovaj plosni integral druge vrste ne ras-
tavljajuci plohu S'

Uputa: Odabere i se Y-o0s "poviastenom”, S dopusta
eksplicitnu jednadzbu y = h(z, x).)



Ostrogradski - Gaussova formula

Ovdje ¢emo povezati trostruki integral po podrucju
V' C R? s plosnim integralom druge vrste po njegovu

usmjerenu rubu 0V
Teorem 5.14 (Teorem o divergenciji) Neka je
WX >R XCR’

neprekidno diferencijabilno vektorsko polje,a V" C X
zatvoreno podrucje omedeno po dijelovima glatkom

jednostavno zatvorenom plohom S = 90V us-
mjerenom vanjskim normalama. Tada vrijedi
Ostrogradski-Gaussova formula

/// div W dV = //n Wod S (= // wonodS).
1% oV oV

Dokaz: Dokazat cemo samo poseban slucaj u ko-
jemu usporednice s koordinatnim osima sijeku rub
OV u najvise dvjema toCkama.

Dadnemo li prednost osi OZ, rub (ploha) dopusta
rastav



oV = Sl U SQ, Sl M SQ =T (krivulja),
| eksplicitni zapis
Sl,Q-"Z — gl,2<x7y>7 91<x7y> < 92(£C7y)7 ($7y) cD CR27

pri cemu se ' okomito projicira na 0D.

Usmijerenje vanjsklm normalama 7, tj. 8V povIaC|

usmjerenje Sl Jedlnlcnlm normalama — 7' i 32 je-
dini¢nim normalama 7. lzraGunajmo trostruki
integral po V', dobivamo

3wz(aj,y,z) _
///v 7, dxdydz =
// /92 " Qw-(,y, >dz drdy =
g1(z,y) (3’2

//D wz(x,y,gz(m,y))dxdy—//l) w.(z,y, g1(x,y))dzdy.

Primijetimo da je (E) o ?) E = wZ? =40, 0, w,(x,y,2)}
paje




//S (w? 7 W0) a5 = — //D w:(@,y, g1(x, y))dwdy |
//52 (w? ° WO) dS = //D W, (T, Y, g2(z,y))drdy.

Slijedi,

/// w2, y, Z>dajdydz = // (wzz> o Wo) ds.
1% 0z oV

Posve slicno, preferirajuci os OX, odnosno, os OY
dobivamo

/// Ows (2, y, Z>dajdydz = // (wx7 o WO) ds,

1% Ox oV

/ / / Q0N Y:2) 4ot — / / (wj o ﬁo) ds.
1% Jy oV

Buduci da se integrira po istom podrucju V', odnosno
0V, zbrajanjem slijedi

/// <8wx 8wy 8wz) dxdydz =
0z




— — —\ .
:// (wxz +wy, J +wzk)on0dS, tj.
1%

///dwmvz// WoWOdS://ﬂE}oaﬁ).
Vv 1% oV

Napomena: Cesto se Ostrogradski-Gaussova for-
mula zapisuje pomocu skalarnih funkcija. Neka su

PO R:X —R

neprekidno derivabilne funkcije na okolini X
zatvorenog podrucja V' C R?, rub OV kojega je
po dijelovima glatka jednostavno zatvorena ploha.
Tada je

/// (awx 0wy 8wz> dxdydz =
0z

— // (Pcosa+ @ cos B+ Rcosy)dS,
1%

gdje su cos «, cos (3, cosy smjerovni kosinusi vanjske
normale na plohu 0V’



Primjer 5 Izracunajmo plosni integral druge vrste

/ /\ w3 dydz + y>dzdr + 23 dxdy
S

N
po sferi S ... 2%+ y* + 2% — a® = 0 usmjerenoj van-
jskim normalama.
Imamo da je

//ﬂ w3 dydz + yPdzdr + 22 dedy = /ﬁ w o d?,
S S

pri Cemu je W = {w,, w,, w.}, w.(z,y,2) = 27,

wy(z.y.2) =y’ i w,(z,y,2) = 2°, te da smijemo primi-
jeniti Teorem o divergenciji. Prema tomu,

/ﬁ widydz + y>dzdr + 2> drdy = /ﬁ WodS =

S S

/ / / div wdV = / / / (32”4 3y* + 32%) dadydz =
V V

sferne k%ordinate: /// 37“2 . 7“2 sin 6 - drd@dgp _
V.

O

2T T a 12 5
3/ (/ (sin@/ 7“4d7“) d@) dp=---= i
0 0 0 S




Stokesova formula

Sjetimo se Greenove formule

// (5’@ — aP) dxdy = %ﬂ Pdx + Qdy
p\dz 0Oy oD

kojom se dvostruki integral po ravninskom podrucje

D prevodi na krivuljni integral druge vrste po njegovu
rubu. Stavimo li W = {P, Q}, dobivamo njezin vek-
torski zapis:

// (I‘ot @)O?) dxdy :]{m wodT (:7{ ﬁo?mls)
D oD oD

Stokesova formula Ce biti poopcenje Greenove for-
mule na prostorno vektorsko polje w, plohu S C R? |
njezin rub 05S.

Prije samoga iskaza treba definirati sukladno usm-
jerenje plohe i njezina ruba.

Kao §to smo se veé¢ dogovorili, plohu S zadanu
jednadzbom

z=g(z,y), (r,y) €D CR?

usmjerenu jedinicnim normalnim vektorima



dg(x dg(x
\/1 g y (géyy)>2

39(56 y) ;

m
oznadujemo sa S, a usmjerenu normalama — 7 y(x, y)

- sa S. Usmijerimo rub 0D (po dijelovima glatku jed-
nostavno zatvorenu ravninsku krivulju) podrucja D

pozitivho, tj. kao 0D (" praV|Io desne ruke” kad je

palac usmjeren kao vektora k) pa mu pridijelimo
parametrizaciju (s porastom parametra)

OD...t = ¢(t),y =Y(t), tE€la,b].

Bududi da se rub 05 (po dijelovima glatka jednos-
tavno zatvorena krivulja) okomito projicirana 0D i S
dopusta parametrizaciju

S.r(x,y) = (z,y,9(x,y)), (z,y)€ D,

to se usmjerenje s 0D “prenosi’ na 05 (porastom
parametra), oznac¢imo ga kao 05, {].



9S...r(¢(1), (1)) = p(t) =
= (6(1), (1), g(6(t), (1)), t € [a,b].

Pritom govorimo da su ploha S i njezin rub 05 suk-
ladno usmjereni.

Dakako, u slucaju negativhoga usmjerenja 0D do-
bivamo odgovaraju¢e usmijereni rub 9.5, pa i tada

kazemo da su ploha § | njezin rub 8?6’ sukladno
usmjereni. Primijetimo da se u oba slucCaja radi o
postivanju “pravila desne ruke” kad je palac usmjeren
kao normalni vektor.

Teorem 5.15 (Stokesov teorem) Neka je w : X —
R3, X C R?, neprekidno diferencijabilna vektorska

funkcija, S C X usmjerena po dijelovima glatka

ploha, a 05 sukladno joj usmjereni rub koji je po di-
jelovima glatka jednostavno zatvorena krivulja. Tada
vrijedi Stokesova formula

//mmmoﬁ:fm B odT (Z]{ m?ods).
S oS 0S



Napomena: Kako za Greenovu tako se i za
Stokesovu formulu Cesto rabi skalarni zapis. U
tu svrhu, neka su

PQ,R: X —-R X CR?
neprekidno derivabilne funkcije, a S C X po di-
jelovima glatka ploha s rubom 0S5 po dijelovima

glatkom jednostavno zatvorenom krivuljom. Tada se
pripadna Stokesova formula zapisuje kako slijedi:

]{ Pdx + Qdy + Rdz =
5

OR 0Q oP OR
//S((a—y—%> Cos v + ((92’ — ax>cosﬁ+

0Q OP
+ <% — 8—y) cosy)dS,

pri cemu su cos a, cos 3 i cosy smjerovni kosinusi
normalnih vektora na plohu S sukladno usmjereni s

rubom 0S.



Primjer 6 Izracunajmo cirkulaciju vektorskog polja

(x,y,2) — W (2,y,2) = {2y’ 1, 2}

duz usmjerenoga ruba 0S5 plohe S zadane jed-
nadzbom z = /2 — 22 — 2.

Najprije, iz dane jednadzbe slijedi

S..z=g(x,y) =2 —a%— >
(¢,y) € D={(z,y) | 2* +y* <2} CR".

Buduci da sukladno usmjerenje (s rubom 0S) na S

Y
znadi S usmjerenu normalama 7’ (s obzirom na g),
to

dg(v,y) —=
Ox V2 — 22—y
dg(x,y) —y

Ay :\/2—x2—y2

povlaci



Tako dobivamo

—
/ﬁ I‘Ot deS — \%ﬂ wxdf‘l‘wydy—l—wzdz Sl‘OkeSOQ formula
S oS

/ / 8wz cos o + 8w$ ow; B+ =
0z oz ) P T

ow, Ow, B
+ ( or oy ) cosy)dS =

// 0—0 O_O)E+

B x22\/2_x2 V2
03 V2 )\/2—:1:2—y2

dxdy =




polarne koordinate
= —3 // w2y dxdy =
D

2T 2
—3/ <0082 © sin’ gp/ ,05d,0> dp = —.
0 0



