


Neka posebna vektorska polja
Definicija 4.22

e Reéi éemo da je vektorsko polie w : D — R?,
D C R?, potencijalno (ili konzervativno), ako
postoji neko skalarno polje f : D — R takvo da je
w = — grad f. Pritom polje f nazivamo (skalarnim)
potencijalom od w.

e Za vektorsko polj_e> w kazemo da je bezvrtlozno
ako je rotw = 0. U protivnom, w nazivamo
vrtloznim poljem.

e Napokon, reéi ¢emo da je vektorsko polie w
] e . . %
solenoidalno Cim je div w = 0.

Napomena Negativni predznak u definiciji poten-
cijalnog polje nije bitan jer je grad(—f) = — grad f.
Radi se samo u ustaljenom dogovoru, kojemu je

pridijeljeno stanovito fizikalno znacCenje.



Primjer 16 Jednostavno je provjeriti da je gravitaci-
jsko polje tvarne tocke T;, s masom my, {.

~ mo—
G=K°—T‘0,

72

K - konstanta i r = ||'7||- udaljenost, potencijalno s
potencijalom

U=K-"2
T

(Uzmemo li T za ishodiste koordinatnog sustava

(O; i, 7, k) potencijal U je zadan skalarnom
funkcijom

mo
V@¢+y”+%’

a gravitacijsko polje 6 vektorskom funkcijom

(z,y,2) = f(z,y,2) = K

- = =
rt+yjg +zk

H
<£C,y,2’>|—>’UJ($,y,Z):K‘mO' $2+y2‘|‘22




Teorem 4.23 Neka je w : D — R? diferencijabilno

vektorsko polje na konveksnom skupu D C R?. Tada
je w potencijalno onda i samo onda, ako je bezvrt-

lozno, tij.

3f:D—R) wW=—gradf & rotw = 0.

Dokaz: Ako je vektorsko polje w potencijalno s po-
tencijalom f, onda je (v. Teorem 4.16 (5)):

rot w = rot(—grad f) = —rot grad f = 0.

Obratno, neka je, pod danim pretpostavkama,
vektorsko polie W = (w,,w,,w,) bezvrtiozno, tj.
rot W = 0. Da bismo dokazali njegovu potencijal-
nost, treba konstruirati skalarno polje f tako da w
bude njegov (negativni) gradijent. Jednostavnosti
radi, konstrirat cemo f u posebnom slucaju kad je D
kvadar. Prvo primijetimo da rot w = 0 povlaci

ow, Oow, OJw, Oow, OJw, Jw,

Oy 0z’ 0z Or Ox oy

Buduci da je D kvadar, dobro je definirana funkcija
f: D — R,



f(xayaz) — _/x w:l:(tay?Z)dt o /y ’wy<$07872)d8—

Zo Yo

_/ wz(l'(),y(),’()>dv,
<0

pri Cemu je (g, v, 20) € D bilo koja Cvrsta tocka.

Izravno se lako dokaze da je o/ = —Wy, o/ = —w, |
5 ox oy

—f = —w,. Primjerice,

0z

Of(x,y,2) _ 0

z y
o :az(_/ wx(t,y,z)dt—/ wy (o, s, 2)ds

Yo

—/ w, (o, Yo, u)du =

<0

_ / Ownlbiyz) g, / PO 8 E) g (i, 2) =
x Y

0z 0z

0 0

Tow,(t,y, 2 Yow.(xg, 8, 2
_/x (aty >dt_/yo <aoy s, %) =

0



—U}Z<£U, Y, Z) + U}Z<.CU(), Y, Z) - ’LUZ<ZC(), Y, Z) + ’wz(x(): Yo, Z>_

—’UJZ(CC(), Yo, Z) — _wy(xa Y, Z)
Dakle, w = — grad f, to smo i tvrdili.

Primjer 17 Istrazimo je li vektorsko polje w u Primjeru
15 konzervativno i ako jest odredimo mu potencijal.

Vektorsko polje
(2,y,2) = W(z,y,2) = (y2, 22, 1Y)
je diferencijabilno na R*. Po Teoremu 4.23, njegova

mozebitna konzervativnost je ekvivalentna bezvrt-
loznosti. Buduci da je

i J k
9 0 9 | =
Oor Oy 0z
Wy Wy W,

rot W (x,y, 2) =

(.I—.Qf,—y+y,2—z>:(070,0>,

to w jest konzervativno polje. Da bismo mu odredili
potencijal, postupimo kao u dokazu prethodnoga teo-



rema, tj. (odabravsi za Tj ishodiste O = (0,0, 0))

x y
flx,y,2) = —/ w,(t,y, z)dt — / wy(0, s, 2)ds—
0 0

—/ w,(0,0,v)dv =
0

T Y <
_/ yzdt—/z-Ods—/O-Odv:—azyz
0 0 0

ili, opCenitije, f(x,y,2) = ¢ — xyz, priCemu je c € R
bilo koja konstanta.

Primjer 18 Tvarna toCka T’ se vrti stalnom kutnom
brzinom & oko &vrste osi. lzradunajmo rotaciju pri-
padnoga vektorskog polja njezine brzine v

Promatrajmo ovo E}bi\/_egnj_e> u provokutnom koordinat-
nom sustavu (O; 2, 7, k), pri Cemu neka je os z
navedena cvrsta os. |z "elementarne” fizike znamo
da je tada

—

T

—

- = —
w:wk,w:Hw

- —
I V = W X

— =
r, r

Y



Dakle, za vektorsko polje

? — (Ux(CC7y7Z>,Uy<ZC,y, Z>7,UZ(ZC7y7Z>> =

dobivamo:

v (z,y,2) =

Napokon, za rotaciju toga polja proizlazi

rot v (x,y, 2) =

%
rot v =2wk =2,

odnosno,

R
v

i/ j> k)
0 0 w|=(—wy,wz,0).
r Yy z

,i/ j> k>

99 91 _(0,0,2),
or Oy 0z

—wy wx 0



— 1 —
w:§r0tv.

1
ZakljuCujemo da je §rot7 kutna brzina rotirajuce

tocke (brzinom v oko &vrste osi).

Ovo ima veze s nazivom rotacija. U ovomu svjetlu
jasnija je i definicija (bez)vrtloznog vektorskog polja
v'. Naime, svaka (tvarna) tocka 7' € D u kojoj je

rot v (T) # 0

nuzno je zahvacena nekim "vrtloznim” gibanjem.

Teorem 4.24 Neka je w : X — R? diferencijabilno
vektorsko polje na otvorenom kvadru D C R?. Tada je
w solenoidalno onda i samo onda, ako postoji dvaput
diferencijabilno vektorsko polije u : X — R3 rotacija
kojega je W, tj.

divw =0« (34 : D - R*) w =rot u.

Po sli¢nosti sa skalarnim potencijalom f (W =
— grad f), vektorsko polje % sa svojstvom rot ¥ = w
naziva vektorskim potencijalom vektorskoga polja

—
w.



Dokaz: Ako za vektorsko polje w postoji vektorsko
polie ¥ takvo da je W = rot u, onda je (v. Teorem
4.15 (6))

divw = div(rot ) = 0.

Da bismo dokazali nuznost, definirajmo

U = (uy,u,,u.) kako slijedi:

ux(x,y,z)z/ wy(ac?y, S)d87

20
Uy<.flf,y, Z) - = / wx(az,y,s)ds + / wz<tay7ZO)dt7
20 Lo

u,(x,y,z) =0,
(0, Yo, 20) € D po volji odabrana &vrsta tocka.

Buduéi da je vektorsko polje w diferencijabilno, to je
u dvaput diferencijabilno. Parcijalno deriviraju¢i ko-
ordinatne funkcije u,, u, i u, dobivamo:



Slijedi,

dok je




*f Owy(x,y,s)  Owy(z,y,s) (div w=0)
/ZO < 0:1: ay )ds_‘_wZ(:B? Y, ZO) -

/Z awz<§;y7 S)dS + wz(x, Y, Zo) =

0
— ’U]Z<ZC,y, Z) — wz(xayv ZO) - ”(UZ(CC, Y, ZO) — wz<$7 Y, Z)

Prema tomu, konstruirali smo takvo vektorsko polje
— . —> —
u daje w = rot w.

Napomena: Teorem 4.24 pokazuje da su, na
prikladnom podrucju, postojanje vektorskiog poten-
cijala i solenoidalnost vektorskog polja ekvivalentna
svojstva. Teorem 4.24 vrijedi i na opcenitijem
skupu D C R? nego $to je otvoreni kvadar, koji je
ovdje odabran da se pojednostavni dokaz. Ipak,
nije moguce otvoreni kvadar zamijeniti bilo kojim
otvorenim skupom.



Neka je, primjerice, D, otvoreni skup izmedu dviju
srediSnjih koncentricnin sfera polumjera c; i ¢,
0 < 1 < c3, 1 Neka je na njemu vektorsko polje

— 1
V:_Q?(]?
.
H
. . - = . T
pricemuje ¥ =z i +yj +zk, rzH?Hl?o_—
.

Jednostavni racun pokazuje da je V solenoidalno

polje, {j. div V=0, Medutim, nije tesko dokazati da
nema vektorskog polja na D, rotacua kOJega bi bila

polje V tj. za svaki U Dy — v je rot U =+ V.

| upravo je tako odabrano podrucCje D; smetnja za
postojanje vektorskog potencijala. Naime, ako iz D,
izbacimo npr. toCke sto prigadaju Z-0si, na tomu po-
d_r)uc“:ju D5 vektorsko polje V' ima vektorski potencijal
U.

U dokazu, pri definiranju vektorskoga polja u, odabrali
smo u, = 0. To, dakako, nije nuzno. Mogli smo,
naime, tako definirati neku inu koordinatnu funkciju,
ali se onda preostale dvije moraju definirati netrivi-
jalno. Naravno, ni takvo definiranje nije neophodno
jer se sve tri koordinatne funkcije mogu definirati kao
netrivijalne.



5.4 Krivuljni integral

e Krivuljni integral je na neki naCin poopcenje
odredenog integrala na segmentu [a,b] C R na
odredeni integral po krivulji I' zadanoj odgovara-
juéom parametrizacijom;

e Postoje dvije vrste krivuljnog integrala:

— za skalarna polja;

— za vektorska polja.

Krivulja i njeno usmjerenje

Ovdje ¢éemo formulirati pojam krivulje u R® s provokut-
— — —

nim koordinatnim sustavom (O; 1, 7, k) svijesni

manjkavosti sto proizlaze iz svijesnog zaobilazenja
razlike izmedu parametrizabilnog skupa i krivulje.



Definicija 5.1 Skup I' C R’ nazivamo jednostavnom
glatkom krivuljom (s rubom) ako:

i) postoji neprekidno derivabilna vektorska

funkcija 7 = {¢,v, x} takva da je r = (¢,v, x) :
la,b] — ' C R? bijekcija;

ii) za svaki t € [a,b] je 7"'(t) # (0,0,0), tj. ' dop-
usta tangentu u tocki ().
Svaki takav uredeni

par([a,b], 7)

nazivamo glatkom parametrizacijom krivulje T'.

Za A = r(a), B = r(b) € I' kazemo da su rubne
tocke od I'.

Ako funkcija r nije injektivna samo u tockama a i
b, tj. ako je r(a) = r(b), govorimo o jednostavno
zatvorenoj krivulji T'.



Napomenimo da

% ﬁ

TU) =) +(t) T +xO)F, telal

nazivamo vektorskim zapisom, a istaknemo li koor-
dinatne funkcije vektorske funkcije 7, tj.

L= ¢(t>> Y= w(t)a < = X(t>n t e [a7 b]

dobivamo tzv. parametarski zapis (parametarske
jednadzbe) krivulje T'.

U praksi ¢esto nastupa malo opcenitiji slucaj od
"glatkoga" u smislu da postoji (najvise) konacno
toCaka u kojima se “krivulja I' oStro lomi”, tj. ne
dopusta tangentu. Tada je definicijskom uvjetu ii)
udovoljeno svuda osim u konacho mnogo toCaka
t1,-++ ,ty € la,bl. Utom slu€aju govorimo o po di-
jelovima glatkoj krivulji I".



Pritom smijemo zamisljati da je I' prirodno satavl-
jena od konacno jednostavnih glatkih krivulja I'{, I's
., Iy, oy, nad a, t4], ..., [tho1-tsl, [tn, b] redom,
"liepljenjem tocke r(t;) € I'; s tockom r(t;) € I';11”,

1=1,---n.

Definirajmo premda ne posve korektno (ali za nase
potrebe ipak zadovoljavajuc¢e) s pojmom usmjerene
Krivulje.

Promatrajmo glatku krivulju I' zadanu parametrizaci-
jom par([a,b], ). Ona u svakoj tocki T' = r(t) € T
dopusta tangentu, koju kao pravac (= R) mozemo us-
mijeriti, . pridijeliti joj koordinatni sustav (0 =T 7)
i (0 =T —7).

Reci ¢emo da je glatka krivulja I' usmjerena (ili
orijentirana) ako je na svakoj njezinoj tangenti
odabran tocno jedan koordinatni sustav. Slijedi da
se I' moze usmjeriti na neizmjerno nacina, ali su
od svih njih zanimljiva samo dva, tzv. neprekidna
usmjerenja, koja su inducirana dvama usmjerenjima
danog pravca R .



Ne pojasnjavajuci to poblize, smijemo zamisljati
da glatka krivulja dopusta tocno dva (neprekidna)
usmjerenja:

e jedno se dobiva "gibajuci se duz I' od rubne tocCke
A = r(a) do rubne toCke B = r(b) uz stalni porast
varijable t € |a, b]”,

e a drugo "gibajuci se, obratno, od toCke B do toCke
A uz stalni pad varijable t € [a, b]”.

U prvomu slucaju kazemo da je:

e krivulja I' usmjerena (ili orijentirana) porastom
parametra ¢,

a u drugomu da je:
e usmjerena (ili orijentirana) padom parametra ¢.

U prvomu (drugomu) slu¢aju kazemo da je A = r(a)
pocetak (kraj) i da je B = r(b) kraj (pocetak) usm-
jerene krivulje I'. Pritom trebamo biti vrlo oprezni jer
usmjerenje porastom parametra ¢ € [a, b] moze biti
isto Sto i usmjerenje padom parametra 7 € [¢,d] u
nekoj drugoj glatkoj parametrizaciji iste krivulje.



nts)

I na)
Je !
rnb)

Ako je krivulja I' po dijelovima glatka, njezine sas-
tavne glatke krivulje I';, --- ,I',, dopustaju po dva
neprekidna usmjerenja.

e RecCi cemo da je I' usmjerena (ili orijentirana) Cim
suly,.--.I, usmjerene sukladno, tj. kraj od I,
jestpoCetakod I';, 1,2 =1,--- ,n.

Primijetimo da se ova definicija prirodno prenosi i na
jednostavno zatvorenu po dijelovima glatku krivulju.

U posebnom slucCaju jednostavno zatvorene po
dijelovima glatke krivulje I' u (koordinatiziranoj)
ravnini (R*> = (O; i, j )) govor se moZze reducirati na
tzv. negativno i pozitivho usmjerenje, tj. na ono
sukladno gibanju satne kazaljke i njemu suprotno
gibanje.



e Opca oznaka za (neprekidno) usmjerenu krivulju I'
bit e I'.
e Ako je na istoj krivlji I' zadano i suprotno usm-

5%
jerenje, razlikovat c¢emo ga od I' oznaCavajuci ga s
¥
I".

e U posebnom slucaju jednostavno zatvorene
Y
ravninske krivulje, I' ¢e oznacavati njezino nega-
N
tivno usmjerenje a I' ono pozitivno.



Krivuljni integral prve vrste
Neka je
f:D—R, DCR’
funkcija (skalarno polje na D), a
r(t) = (o(t), (1), x(t)), t€la,b],

parametarska jednadzba glatke krivulje I' C D. Tada
je dobro definirana kompozicija

a,0) - D LR

t— (for)(t) = flo(t), v(t), x(t)),

Sto je realna funkcija jedne varijable na segmentu
la,b] C R.



Definicija 5.2 Ako je funkcija

= ((for) [T @) =fr®) [T, tE€la,b],

integrabilna, onda pripadni odredeni integral

/ £ () - [7'(8)] dt

nazivamo integralom skalarnoga polja f po krivulji
[' (ili krivuljnim integralom prve vrste) i oznacu-

jemo s
/ fds.
T

Primijetimo da oznaka / fds ima puni smisao jer je

T(0)] = \/#(0)? )2+ X (t)?,

pa je

\7’(75)\ dt =

"duljinski element” krivulje (luka) I'.



ds
|rit)|dt

Stoga je operativni zapis krivuljnog integrala prve
vrste

b
/F fds :/ f<¢<t>’¢(t>’X(t>>'\/¢/(t)2+¢’(t)2+x’(t)2dt.

Napomena U praksi, kad krivulja I' predstavlja model
tanke Zice, a f je funkcija njezine ("linearne”) gus-

toce, krivuljni integral / fds raCuna masu te Zice.
r

Treba napomenuti da, apriori, nije jasno je li Definicija
5.2 posve korektna. Naime, uz nju bi valjalo dokazati
da krivuljni integral [ fds ne ovisi o odabranoj para-

r
metrizaciji krivulje I, tj. da je

[ sewy-7wta= [ ot 15w)ar

pri ¢emu su ([a,b],r) i (|c,d],p) bilo koje dvije glatke
parametrizacije od I'. Buduci da bi to zahtijevalo
opSirnije razmatranje, ne ¢emo se u to upustati.



Primjer 1 Izracunajmo krivuljni integral prvoga tipa
[ fds pri €emu je
T

fla,y,z)=a+z
| I' zadana jednadzbama

xr =t, y:§t2, =1, telo,1].

/F fds :/ f(¢(t>a¢(t),X(t))-\/¢’(t)2+¢’<t)2+xl<t)2dt

1

1
/(t+t3)\/1+6t2+9t4dt:/ (t +°)(1 + 3t)dt
0 0

1
— / (t + 4t° + 3t°)dt = 2.
0

Napomenimo da se u sluCaju po dijelovima glatke
krivulje I', prirodno sastavljene od glatkih krivulja

I',---, 1,41, pripadni Krivuljni integral prve vrste

smije definirati kao zbroj, {j.

/fdsdif' fds+---+/ fds.
I Fl Fn—i—l



|zravno iz Definicije 5.2 i svojstava Riemannova inte-
grala slijedi da je krivuljni integral prve vrste linearni
funkcional, tj. da vrijedi:

Teorem 5.3 Nekasu f,¢g: D — R, D C R?, integra-
bilne funkcija, A\, x € RiI' C D po dijelovima glatka
krivulja. Tada je

/F()\er,ug)dS:)\/Ffder,u/ngs.

Napomena: Cesto se (po dijelovima) glatka krivulja
[' C X C R? zadaje kao presjek dviju ploha zadanih
jednadzbama

G(x,y,z) =0 i

H(x,y,z)=0.

Tada treba, pod uvjetima teorema o implicitnoj funkciji
, “eliminacijom trece varijable” dobiti jednadzbe

y = g(x), za svaki z, i z = h(x), za svaki y, pri Cemu
je x € la,b], dviju novih ploha s istim presjekom T'.
Pritom su g i A neprekidno derivabilne funkcije na
a, bl.

Prednost novih ploha je tomu Sto je njima zadana



parametrizacije x = t, y = ¢g(t), z = h(t), t € |a,b),
krivulje I', pa se pripadni krivuljni integral prve vrste
moze izracunati po formuli

/fds—/ flx, gz )14 ¢'(x)? + W (x)2d.

Pritom se u slu¢aju ravninske krivulie I' C D C R?
moze dobiti h = ¢, pa je tada

/fds—/fxg ) v/1+ ¢'(z)2dx.

Primjer 2 Izracunajte [ fds ako je f(z,y,z) = x’yz
r
i I krivulje koja je presjek ploha z = 22 + 42, z = 1

(y > 0).




A e A e

z=1 Yy =sint
T = cost
— ['=<¢ y=sint ,te]|0,n]
z =1
v’ = —sint
Y —cost b, ds—1\/(—sint)’ + (cost)’ + (0)dt = dt
z'=0

/fds = /x?’yzds = / (cos? ) sin tdt = 0
r r 0



Primjer 3 Izracunajmo krivuljni integral prve vrste
[ fds akoje f(x,y) = xy ako je
T

@rl..y=—x+1,2¢€|0,1];
)L ...y=—2*+1,2€[0,1].

UocCimo da u oba primjera krivulja I' povezuje tocke
A=(0,1)i B=(1,0).

Y

0.1 <
y=x+
=-X+1
’ X

@) 1.0

(a) /Ffds - /; 1)1+ (—1)%dz =
1

\@/(—azer:c)dx:%;
/fds—/ (—2®+1)\/1+ (—2z)2dz = - - =

25v/5—11
120 -

(Ovo pokazuje da je bitno po kojoj se krivulji integrira,
tj. da krivuljni integral prve vrste ne ovisi samo o
krajnjim toCkama)



