


Diferencijalni i integralni ra�cun 2

Borka Jadrijević
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1. FUNKCIJE VI�E VARIJABLA



1.1 Zadavanje skalarnih funkcija

De�nicija 1.1 Neka je D � Rm � R � � � � � R:
Funkciju

f : D �! R

nazivamo realnom funkcijom od m realnih varijabla
(ili, kraće, skalarnom funkcijom).

T � (x1; x2; :::; xm) 2 D
f�! u = f (x1; x2; :::; xm) 2 R

(Svakoj ured̄enojm�torci (x1; x2; :::; xm) 2 D ( ili to�cci
T 2 D ) pravilom f pridru�en je jedan i samo jedan
realan broj u 2 R:)

Kao i funkciju jedne varijable, funkciju vi�e vari-
jabla (skalarnu funkciju) mo�emo zadati analiti �cki,
tabli �cno, gra��cki, parametarski, implicitno, ...

Dakle:
� Ako je D � R2; funkciju

f : D �! R

nazivamo funkcijom dviju varijabla.



(x; y) 2 D f�! z = f (x; y) 2 R

� f [D] = f z j z = f (x; y); (x; y) 2 Dg � slika
funkcije,

� x; y � nezavisne varijable,
� z � zavisna vrijabla.

Funkciju obi�cno zadajemo u eksplicitnom obliku

z = f (x; y):

Budući da, u tom slu�caju, nije nazna�cena domena,
podrazumijevamo da je domena maksimalan pod-
skup Df od R2 za koji pravilo f "ima smisla".

Skup

�f = f (x; y; f (x; y)) j (x; y) 2 Dg � R3

nazivamo graf funkcije f : D �! R; D � R2: Graf u
prostoru R3 predstavlja neku plohu.

Primjer 1.1 Zapis z = ln(x + y � 2) de�nira funkciju

f : Df ! R; Df � R2; f(x; y) = ln(x + y � 2);

pri �cemu je de�nicijsko podru�cje Df odred̄eno nejed-



nad�bom x + y � 2 > 0, tj.

Df =
�
(x; y) 2 R2 j y > �x + 2

	
y

x
2

20

� Neka je D � R3: Funkciju

f : D �! R

nazivamo funkcijom triju varijabla.

(x; y; z) 2 D f�! u = f (x; y; z) 2 R

� f [D] = f u j u = f (x; y; z); (x; y; z) 2 Dg � slika
funkcije,

� x; y; z � nezavisne varijable,
� u � zavisna vrijabla.
� u = f (x; y; z) � eksplicitni oblik (domena Df -
maksimalan podskup od R3 za koji pravilo f ima
smisla)



� graf funkcije f : D �! R; D � R3 je

�f = f (x; y; z; f (x; y; z)) j (x; y; z) 2 Dg � R4

(ne mo�emo nacrtati)

Primjer 1.2 Pravilo u = arcsin(x2+y2+z2�2) de�nira
funkciju

f : Df ! R; Df � R3;

(x; y; z) 7! f (x; y; z) = arcsin(x2 + y2 + z2 � 2);

pri �cemu je de�nicijsko podru�cje Df odred̄eno nejed-
nad�bama �1 � x2 + y2 + z2 � 2 � 1: Dakle,

Df =
�
(x; y; z) 2 R3 j 1 � x2 + y2 + z2 � 3

	
:

Graf �f skalarne funkcije moguće je nacrtati
(djelomi�cno) samo za m � 2.

� U slu�caju m = 2 crtanjem isti�cemo samo neke
njegove va�ne podskupove. To su, naj�ce�će,
presjeci �f odabranim ravninama u prostoru R3.
Ako su te ravnine usporedne s ravninom z = 0
(koordinatnom xy-ravninom), dobivene presjeke
nazivamo razinskim krivuljama funkcije f (ili grafa



�f ). Po tomu, svaki broj z0 2 f [D] odred̄uje jednu
razinsku krivulju jednad�bom f (x; y) = z0.

x

y

z

z=z0

z=f(x,y)

z0=f(x,y)

Dakle, na svakoj razinskoj krivulji su funkcijske
vrijednosti nepromijenjive.

Primjer 3 Funkcijski graf �f za funkciju

f (x; y) =
p
x2 + y2

crtamo isti�cući njegove presjeke s koordinatnim ravn-
inama ili ravninama usporednim s njima:

� � ravninom x = 0 (to su zrake: z = y, z � 0, x = 0;
z = �y, z � 0, x = 0);

� ravninom y = 0 (to su zrake: z = x, z � 0, y = 0;
z = �x, z � 0, y = 0);

� ravninom z = 1 (to je razinska krivulja (kru�nica)
x2 + y2 = 1, z = 1).



Primijetimo da je �f sto�asta ploha

x
y

z

x2+y2=1, z=1

z= x2+y2

z=1

� Sli�cno se u slu�caju f : D ! R, D � R3; dakle
�f � R4, govori o razinskim plohama (ili nivo-
plohama) funkcije f . Pritom svaka jednad�ba

f (x; y; z) = u0; u0 2 f [D] ;

odred̄uje to�cno jednu pripadnu razinsku plohu na
kojoj su sve funkcijske vrijednosti jednake u0.



Primjer 1.3 Razinske plohe za funkciju

f : D ! R; D = R3 n f(x; y; z) j z = 0g ;

f (x; y; z) =
x2 + y2

z
;

su paraboloidi (bez "tjemena") z = 1
u0

�
x2 + y2

�
; za

u0 2 R n f0g.

x y

z

Za u0 = 0 dobivamo z�os (x = 0, y = 0) bez to�cke
ishodi�ta O � (0; 0; 0).



Promatrajmo funkciju f : D ! R, D � R2 i po volji
odabranu to�cku T0 � (x0; y0) 2 D:

Neka je �y0 ravnina y = y0 i ozna�cimo s Dy0 =
�y0 \D � D: O�cito je Dy0 = fT � (x; y0) 2 Dg 6= ;
jer sadr�i barem to�cku T0. Su�enje

f jDy0 � f1 : Dy0 ! R

smijemo smatrati funkcijom jedne varijable jer se mi-
jenja samo koordinata x.

Analogno imamo funkciju

f jDx0 � f2 : Dx0 ! R

koju mo�emo smatrati funkcijom varijable y:

f1(x0)=f(x0,y0)

y

z

z=f(x,y0)=f1(x)
z=f(x,y)z=f(x0,y)=f2(y)

T=(x0,y0)

x

D
Dy0

Dx0



Sli�cno, neka je dana funkcija f : D �! R, D � Rm
i neka to�cka T0 �

�
x01; x

0
2; :::; x

0
m

�
2 D: Promotrimo

skup

DT0;i = fT � (x1; x2; :::; xm) 2 D j xj = x0j ; i 6= jg � D

Uo�cimo da je u DT0;i promjenjiva samo jedna koordi-
nata, pa ga mo�emo smatrati podskupom od R (dio
pravaca u Rm):

Su�enje

f jDT0;i� fT0;i : DT0;i �! R

tada smijemo smatrati funkcijom jedne varijable.

Reći ćemo da je skalarna funkcija f (strogo) uzlazna
(silazna, monotona, po djelovima monotona) po
varijabli xi; i 2 f1; 2; :::;mg ; ako je za svaku to�cku
T � (x1; x2; :::; xm) 2 D; pripadno su�enje

fT;i : DT;i �! R

uzlazna (silazna, monotona, po djelovima monotona)
funkcija.



1.2. Grani�cna vrijednost i neprekidnost

Najprije treba de�nirati �to u Rm zna�ci "biti blizu", tj.
�to će biti "mala okolina" po volji odabrane to�cke.
Poslu�it ćemo se standardnom udaljeno�ću d(T; T0)
med̄u to�ckama, tj.

� koja se za T = (x); T0 = (x0) (slu�caj m = 1) svodi
na standardnu udaljenost u R

d(T; T0) =
p
(x� x0)2 = jx� x0j:

� za T = (x; y) ; T0 = (x0; y0) 2 R2 sa

d (T; T0) =
p
(x� x0)2 + (y � y0)2;

� za T = (x; y; z) ; T0 = (x0; y0; z0) 2 R3 sa

d (T; T0) =
p
(x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2;

� općenito, za T = (x1; x2; :::; xm) ; T0 =
�
x01; x

0
2; :::; x

0
m

�
2

Rm udaljenost d(T; T0) de�niramo sa

d (T; T0) =

vuut mX
i=1

(xi � x0i )2:



De�nicija 1.2

i) Za bilo koju to�cku T0 2 Rm i bilo koji broj " > 0, skup

K(T0; ") � fT 2 Rm j d (T0; T ) < "g � Rm

nazivamo (otvorenom) kuglom polumjera " oko
to�cke T0.

K(T0,ε)

K(T0,ε)
K(T0,ε)

Kugle

ii) Reći ćemo da je skup U � Rm okolina to�cke
T0 2 U ako postoji neki " > 0 takav da je kugla
K(T0; ") � U .

iii) Za skup U � Rm reći ćemo da je otvoren ako je
on unija neke mno�ine (otvorenih) kugala.

Napomena: Ako je skup D � Rm je otvoren onda je
on okolina svake svoje to�cke. Neotvoreni skup sadr�i
to�cke kojima nije okolina .



y

x

otvoren skup neotvoren skup

0

De�nicija 1.3

i) Neka je D � Rm i T0 2 Rm: Reći ćemo da je to�cka
T0 gomili�te skupa D ako svaka okolina od T0
sije�ce skup D n fT0g.

ii) Za skup D ka�emo da je zatvoren ako sadr�i sva
svoja gomili�ta.

iii) Za to�cku T 2 D ka�emo da je unutarnja to�cka
skupa D ako postoji okolina od T koja je podskup
od D.

iv) Ako za to�cku T 2 D postoji neka okolina koja ne
sije�ce skupD nfTg onda ka�emo da je T izolirana
to�cka skupa D:

v) Napokon, reći ćemo da je skup D omed̄en ako
postoji neka kugla koja ga sadr�i.



Napomena:

- Svaka to�cka T 2 D � Rm je ili gomili�te skupa D
ili izolirana to�cka skupa D: Svaka unutarnja to�cka
skupa D je gomili�te skupa D;

- Skup mo�e imati gomili�ta koja nisu njegovi ele-
menti;

- Skup ne mora biti ili zatvoren ili otvoren;

- Svaki zatvoren skup u Rm je komplement nekog
otvorenog ili obrnuto.

Grani�cnu vrijednost niza (Tn) u Rm de�niramo
analogno onoj za realne nizove.



De�nicija 1.4 Reći ćemo da je to�cka T0 2 Rm
grani�cna vrijednost (ili limes) niza fTng u Rm ako

(8" > 0)(9n0 > 0)(8n 2 N)

n � no ) d (Tn; T0) < ":

(Primijetimo da se nejednakost d (Tn; T0) < " ekviva-
lentna uvjetu Tn 2 K(T0; ")!).

U tom slu�caju ka�emo da niz fTng konvergira prema
to�cki T0 i pi�emo fTng ! T0: Budući da svaki niz
mo�e imati najvi�e jednu grani�cnu vrijednost (dokaz
sli�can onomu za realne nizove), smijemo pisati

lim
n!1

Tn = T0.

Nizovna konvergencija u Rm svodi se na konvergen-
ciju realnih nizova. Naime, vrijedi:

Teorem 1.5 Niz fTng u Rm, Tn � (xn1 ; x
n
2 ; :::; x

n
m) ;

konvergira prema T0 �
�
x01; x

0
2; :::; x

0
m

�
2 Rm onda

i samo onda, ako svaki koordinatni niz fxni g u R
konvergira prema x0i 2 R; i = 1; 2; :::;m:



Primjer 1.4 Nad̄ite grani�cnu vrijednost niza fTng u
R3; Tn �

�
1�n
n+1;

1
n2+1;

n
n+1

�
:

Budući je

lim
n!1

1� n
n + 1

= �1; lim
n!1

1

n2 + 1
= 0;

lim
n!1

n

n + 1
= 1;

po prethodnom teoremu je

lim
n!1

�
1� n
n + 1

;
1

n2 + 1
;
n

n + 1

�
= (�1; 0; 1) :

I grani�cnu vrijednost skalarne funkcije de�niramo
analogno onoj za realne funkcije (jedne) realne
varijable.



Intuitivno:

Neka su dani funkcija f : D ! R, D � Rm; i to�cka T0
koja je gomili�te od D. Ka�emo da je L0 2 R limes
funkcje f u T0, i pi�emo

lim
T!T0

f (T ) = L0;

ako vrijednosti f (T ) te�e prema L0 kad T te�i prema
T0:

Matemati�cka de�nicija:

De�nicija 1.6 Neka su dani funkcija f : D ! R,
D � Rm; i to�cka T0 koja je gomili�te od D. Reći ćemo
da je broj L0 2 R grani�cna vrijednost funkcije f u
to�cki T0 ako je

(8" > 0)(9� > 0)(8T 2 D n fT0g)

d(T; T0) < � ) jf (T )� L0j < ":

(Primijetimo da se uvjet provjerava u to�ckama
T 2 K(T0; �), T 6= T0!)
U tom slu�caju pi�emo

lim
T!T0

f (T ) = L0 ili lim
T0
f (T ) = L0:



Analogno se poopćuje i grani�cna vrijednost kad
T !1:

Primjer 1.5 Funkcija

f : R2 n f(0; 0)g ! R; f(x; y) =
x2y

x2 + y2
,

ima u to�cki (0; 0) grani�cnu vrijednost 0, lim
(0;0)
f (x; y) = 0.

Zaista, budući da je x2 + y2 � 2jxyj; to je

lim
(0;0)

jf (x; y)j = lim
(0;0)

���� x2y

x2 + y2

����
� lim

(0;0)

����x2y2xy
���� = lim(0;0) ���x2 ��� = 0;

pa je i lim
(0;0)

f (x; y) = 0.

Teorem 1.7 Broj L0 2 R je grani�cna vrijed-
nost funkcije f : D ! R, D � Rm; u to�cki T0;
lim
T!T0

f (T ) = L0; onda i samo onda ako, za svaki niz

fTng uD koji konvergira prema T0 u Rm; lim
n!1

Tn = T0;

pripadni funkcijski niz vrijednosti ff (Tn)g konvergira
prema L0 u R; lim

n!1
f (Tn) = L0:

Teorem vrijedi i za T !1:



Napomena: Teorem 1.7 ka�e da se tra�enje
grani�cnih vrijednosti skalarnih funkcija mo�e svesti
na tra�enje grani�cnih vrijednosti realnih nizova.

Primjer 1.6 Funkcija

f : R2 n f(0; 0)g ! R; f(x; y) =
x2 � y2
x2 + y2

;

nema grani�cne vrijednosti u to�cki T0 � (0; 0).
Zaista, promatramo li nizove

fTng =
��

1

n
;
1

n

��
i fSng =

��
1

n
; 0

��
u R2 n f(0; 0)g: O�cito je:

lim
n!1

�
1

n
;
1

n

�
= (0; 0) i lim

n!1

�
1

n
; 0

�
= (0; 0)

tj. oba niza konvergiraju prema to�cki T0 � (0; 0). S
druge strane, pripadni nizovi funkcijskih vrijednosti

ff (Tn)g =
(
(1n)

2 � (1n)
2

(1n)
2 + (1n)

2

)
! 0, ff (Sn)g =

(
(1n)

2 � 02

(1n)
2 + 02

)
! 1;

konvergiraju redom prema (razli�citim) brojevima 0 i 1;
redom.



Napomena Kod funkcija jedne varijable smo imali:
9 lim
x!x+00

f (x) i 9 lim
x!x�00

f (x) i

lim
x!x+00

f (x) = lim
x!x�00

f (x) = L =) 9 lim
x!x0

f (x) i lim
x!x0

f (x) = L;

Ovdje (za m � 2) je situacija slo�enija. Puteva kako
�doći� u T0 ima beskona�cno. No, jasno je da limes ne
smije ovisiti o putu.

Napomena 1.1 Ukoliko je

lim
T!
c1
T0
f (T ) = L1 i lim

T!
c2
T0
f (T ) = L2;

te L1 6= L2 tada lim
T!T0

f (T ) ne postoji. Ovo je postu-

pak kako utvrditi da limes ne postoji (to je puno lak�e
nego utvrditi da postoji).

Primjer 1.7 Ispitajte grani�cnu vrijednost funkcije

f (x; y) =
xy

x2 + y2

u to�cki (0; 0):

Ukoliko (x; y) ! (0; 0) ide po putevima koje odred̄uju
pravci y = kx imamo



­ 2

0

2

­ 2

0

2

­ 0 . 5

­ 0 . 2 5

0

0 . 2 5

0 . 5

­ 2

0

2

­ 2

0

2

1.z =
xy

x2 + y2

lim
(0;0)

y=kx

f (x; y) = lim
x!0

x � kx
x2 + k2x2

=
k

1 + k2

i tra�eni limes ne postoji jer za razli�cite k dobijamo
razli�cite vrijednosti.

Primjer 1.8 Funkcija

f : R2 n f(0; 0)g ! R; f(x; y) =
sin
�
x2 + y2

�
x2 + y2

,

ima u to�cki (0; 0) grani�cnu vrijednost 1, lim
(0;0)
f (x; y) = 1.

Ukoliko (x; y) ! (0; 0) ide po putevima koje odred̄uju
pravci y = kx imamo



lim
(0;0)

y=kx

f (x; y) = lim
x!0

sin
�
x2+k2x2

�
x2+k2x2

= lim
x!0

sin
�
x2
�
1 + k2

��
x2
�
1 + k2

� = 1;

�to ne zna�ci da limes postoji i da je jednak 1.

Zadatak se mo�e rije�iti prijelazom na polarne ko-
ordinate. Budući je x = � cos' i y = � sin', tada
(x; y)! (0; 0) ako i samo ako �! 0: Imamo

lim
(0;0)

sin
�
x2+y2

�
x2+y2

= lim
�!0

sin �2

�2
= 1:

Budući da dobiveni rezultat ne ovisi o '; tj. o kutu
pod kojim "dolazimo" u to�cku (0; 0); dakle ne ovisi o
krivulji po kojoj dolazimo u to�cku (0; 0); zaklju�cujemo
da limes postoji i da je jednak 1.



De�nicija 1.8

� Reći ćemo da je funkcija f : D �! R; D � Rm
neprekidna u to�cki T0 2 D ako je

(8" > 0)(9� > 0)(8T 2 D)

d(T; T0) < � ) jf (T )� f (T0)j < ":

� Ako je f neprekidna u svakoj to�cki T 2 A � D
ka�emo da je f neprekidna funkcija na skupu
A � D;

� Ako je f neprekidna na skupu A = D ka�emo da je
f neprekidna funkcija;

� U protivnim slu�cajevima govorimo o prekidnoj
funkciji (u to�cki, na skupu).

Izravna posljedica:

Teorem 1.9 Funkcija f : D �! R; D � Rm
neprekidna u to�cki T0 2 D onda i samo onda ako je

lim
T!T0

f (T ) = f (T0)
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2.z = sin(x2+y2)
x2+y2

Primjer 1.9 Funkcija

f (x; y) =

8><>:
sin(x2+y2)
x2+y2 ; (x; y) 6= (0; 0)

1; (x; y) = (0; 0)

je neprekidna. Jer je

lim
(x;y)!(0;0)

sin
�
x2 + y2

�
x2 + y2

= 1 = f (0; 0):



Neka va�na svojstva neprekidnih funkcija -
analogija s funkcijama jedne varijable (bez dokaza):

Neka je dana funkcija f : D ! R; D � Rm.

� Ako je f neprekidna u to�cki T0 i f (T0) < 0
(f (T0) > 0) onda postoji " > 0 takav da je
f (T ) < 0 (f (T ) > 0) za svaki T 2 D \K(T0; ").

� Neka je A � D zatvoren i omed̄en. Ako je funkcija
f neprekidna na A onda postoje brojevi m;M 2 R
takvi da je

m � f (T ) �M

za svaki T 2 A, tj. f jA je omed̄ena funkcija.
�tovi�e, f jA poprima svoju najmanju (minimum) i
svoju najveću (maksimum) vrijednost, tj. postoje
T1; T2 2 A takvi da je

f (T1) � f (T ) � f (T2)

za svaki T 2 A.

� Zbroj f + g, razlika f � g, umno�ak f � g i koli�cnik
f
g (kad god su de�nirani) neprekidnih skalarnih
funkcija jesu neprekidne skalarne funkcije.


